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Prélogo

Para los autores, ha resultado satisfactorio presentar a todos los estudiantes
de ingenieria y carreras similares, y en general, a aquellos que tienen la
inquietud de crecer en el inmenso océano del conocimiento de la “Mecanica
vectorial, Estatica”, publicar el tomo II, con la finalidad de continuar con los
temas complementarios al primer tomo, temas que han sido minuciosamente
analizados y organizados, con la tnica pretensién de aportarlo como una
buena herramienta tedrica- practica con lo que todos los lectores se sentirdn
afianzados. En consecuencia, la estructuracion del texto incluye conceptos
sobre Centro de gravedad, centro de masa de las figuras, equilibrio de
cuerpos rigidos y estructuras cémo, armaduras y bastidores, entre otros
conceptos relevantes a los enunciados y que han sido incluidos en este tomo.

Estamos totalmente seguros de la enorme utilidad que representara el texto,
el cual ha sido organizado de manera breve, clara y precisa en tres capitulos,
contenidos por conceptos tedricos relevantes relacionados a las tematicas
anteriormente escritas y complementados con ejercicios de aplicaciéon que
consolidardn los conocimientos del lector sobre el objeto de estudio que
finalmente, serdn representados con problemas de aplicacién ilustrados e
incluidos en cada capitulo. En otras palabras, con la consolidacién de los
conocimientos entendemos que el objeto a estudiar, estard claro y
aprehendido a cabalidad en su naturaleza

Por tltimo, los escritores del libro asumen conscientemente los errores que
por efectos de publicacién se presenten en el documento final, por ello,
humildemente, pedimos disculpas a todos los lectores.
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Introduccién

La Estatica, como parte de la mecdnica vectorial, estd fundamentalmente
orientada al andlisis de las cargas que acttiian sobre un cuerpo, llamense
fuerzas o momentos, asi como, de las leyes que regulan el equilibrio estatico
de este. De tal modo, para que un cuerpo, permanezca en equilibrio, es
necesario que la suma vectorial de todas las fuerzas y momentos que acttian
en él sean nula, y que ademas no generen cambios en sus posiciones relativas;
de esta manera el equilibrio de un cuerpo tendrd lugar cuando su velocidad
y aceleracion sean iguales a cero.

Teniendo presente el concepto general de la estdtica, y conscientes de la
herramienta primordial que constituye su estudio en el campo de la
ingenieria y carreras afines, se hace relevante el desarrollo de este texto, el
cual es una secuencia de los temas basicos que fueron incluidos en la Estatica
tomo I, publicada por los autores. En este sentido, el contenido de este libro
“Mecdnica Vectorial para ingenieros: Estdtica Tomo II”, procura familiarizar
al lector con conceptos como, centro de gravedad y Centroides de las figuras
geométricas; estructuras; especialmente, armaduras y bastidores; en
consecuencia, el contenido estd estructurado en tres capitulos con las
temadticas referenciadas anteriormente.

La primera parte del libro, capitulo I, se enfoca al estudio de temas como,
centro de gravedad de sistemas materiales discretos y continuos, Centroides,
Sistemas de fuerzas distribuidas y Punto de aplicacion de la fuerza resultante;
con el desarrollo de este, el estudiante aprendera a localizar el centro de
gravedad y el centroide de los cuerpos y las figuras compuestas.

El capitulo I, continua con los fundamentos de Equilibrio de un cuerpo rigido
y las condiciones necesarias para el equilibrio, equilibrio en el plano y los
vinculos internos y externos de primera, segunda y tercera especie, ademas,
relaciona las hipdtesis para el cdlculo de las reacciones en los vinculos y las
reacciones de los vinculos sobre un cuerpo sometido a la accién de un sistema
de fuerzas coloidales.
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El capitulo II, continua con los fundamentos de Equilibrio de un cuerpo rigido
y las condiciones necesarias para el equilibrio, equilibrio en el plano y los
vinculos internos y externos de primera, segunda y tercera especie, ademads,
relaciona las hipdtesis para el cdlculo de las reacciones en los vinculos y las
reacciones de los vinculos sobre un cuerpo sometido a la accion de un sistema
de fuerzas coloidales.
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CAPITULO I

Centro de gravedad y Centroides

El contenido de este capitulo, pretende familiarizar al lector con los
conceptos claves de Centro de gravedad y Centroides de los cuerpos y de las
figuras geométricas. Con el desarrollo de los temas claves incluidos en este
apartado, el lector aprenderd a localizar también el centro de gravedad y el
centroide de los cuerpos y las figuras compuestas.

Sistemas de fuerzas distribuidas

En general, los sistemas de fuerzas se consideran como un conjunto de
fuerzas concentradas. Esto es una idealizacidén, ya que en la prdctica no es
posible aplicar una fuerza sobre un solo punto. Esto ocurre, cuando el area
sobre la cual se distribuye una fuerza es despreciable en comparacion con las
dimensiones del cuerpo.

En la vida real, las fuerzas normalmente actiian sobre una superficie, dando
de esta manera lugar a un conjunto infinito de fuerzas concentradas, cada
una actuando sobre una pequefia porcién de la superficie considerada.
Ejemplo de las fuerzas distribuidas lo constituyen el peso de una pared, de
una pila de arena, la fuerza del viento, la fuerza que ejerce un liquido en el
fondo y paredes de un tanque.

Las fuerzas distribuidas, pueden representarse graficando la fuerza por
unidad de longitud (N/m, Ib/ft, etc.) sobre el eje de las ordenadas y que
llamaremos intensidad de la fuerza y en el eje de las abscisas repre-
sentaremos los puntos del cuerpo sobre los cuales actian la fuerza
distribuida. Ver Figura 1.1.

() (b)

Figura 1.1 Fuerza distribuida en un plano
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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La magnitud de la fuerza ejercida sobre un diferencial de longitud dx del
cuerpo es:

dw = wdx = Da (1.1
Siendo,

dw: la magnitud de la fuerza ejercida sobre un diferencial de longitud dx
w: Intensidad de la fuerza distribuida a una distancia x del origen del sistema.

dx: diferencia de longitud tomado del cuerpo rigido sobre el cual actia la
fuerza distribuida.

dA Diferencia de area comprendida por el diferencial de longitud dx y la
intensidad W a la distancia x del origen.

La fuerza resultante (ver figura 1.1. (b)) soportada por el cuerpo rigido es:

W= [Cwdx= [,dA=A (1.2)

Conclusion: La magnitud de la fuerza resultante W, es igual al area total
debajo la curva de la fuerza distribuida.

Punto de aplicacién de la fuerza resultante

Como una fuerza distribuida es realmente un sistema de fuerzas paralelas,
entonces el sistema puede reducirse a una fuerza tinica W, ya que existe un
punto para el cual la resultante W, es perpendicular al momento M§ . Por lo

tanto, el momento de la resultante W respecto del origen O, 1\71’{; debe ser
igual a la suma de los momentos de las fuerzas diferenciales dw respecto del
punto o. Entonces:

MR = x W = fXdW= XA

[ xdw [ xdA
TTA T T A

En donde:

xc: es la abscisa del centroide del area debajo de la curva de la fuerza
distribuida.

Conclusion: Un sistema de fuerza distribuida puede sustituirse por una fuerza
Unica, concentrada de magnitud igual al drea debajo de la curva y su recta
de accion pasa a través del centroide del area.
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MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS:
ESTATICA VECTORIAL - TOMO II

Centro de gravedad

La fuerza con que la Tierra atrae a una particula de un cuerpo se denomina
peso de la particula.

En general, un cuerpo estd formado por particulas y obviamente a cada una
de ellas, se asocia un peso o fuerza de atraccion dirigida hacia el centro de la
Tierra, formandose asi uno de los sistemas de fuerzas distribuidas (fuerzas
paralelas), mas comunes que, podemos obtener en las practicas. Ver la figura
1.2, en la cual se refiere el cuerpo a un sistema de referencia tridimensional

AR

‘ N
A

Figura 1.2 sistema de referencia tridimensional {x, y, z}
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Cada una de las fuerzas paralelas debido a los pesos de las particulas forman
un sistema de fuerzas distribuidas, que puede reducirse a una fuerza y un par
aplicados en el origen del sistema de coordenadas y perpendiculares entre si,
siendo la fuerza paralela al eje z y el par perpendicular a dicho eje. Haciendo
esta operacion para cada una de las fuerzas, se obtiene un sistema
equivalente de fuerzas y pares aplicados en o. El sistema resultante sera un

sistema fuerza-par ( Fr , M&) perpendiculares entre si, también aplicado en

o, siendo ﬁ'R paralela al eje z, Y Mg perpendicular a este eje, entonces, el
sistema puede reducirse a una fuerza tinica resultante. El punto de aplicacion
de la resultante o peso del cuerpo, se define como centro de gravedad del
cuerpo o en forma equivalente, centro de masa.

Seguidamente, vamos a aprender a determinar su ubicacion para distintos
tipos de sistemas materiales.

Centro de gravedad de un sistema material discreto

Consideremos un sistema material discreto (figura 1.3), formado por n
particulas {p,,p,,.,pn} de peso {wy,w,,.,w,} y vectores de posicién
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{#,,7,,.,7,} segun el origen del sistema de referencia {oxyz} al cual se asocia
la terna de vectores unitarios {f, J, k}

7 A2

A
Al
$ w2 W
Ai
w1 $ r G
@ An
k , Wi k G
Wn
Y

: A <EQUIVALENTED>
9 j ¥
W i
W
X

Figura 1.3 Sistema material discreto
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

La fuerza resultante (el peso) del sistema de fuerzas viene dado por:
W= w,k— w,k-w3k-..-w, k= -3, wk= -k 1.4

El momento resultante de las fuerzas componentes con respecto al origen del
sistema:

M8=F1 XW1+F2XW2 +"'+Fn an (1-5)

Reemplazando a {#,7,,.,7,} en funcién de sus componentes rectangulares y
a {wy,W,,.,W,} en funcién del vector unitario tenemos que:

I\_/I)gz (X1i+ Y1j+ le’%) X Wl (_R)+(X2i+ YZj+ Zzl’i) XWZ(_R)++

(Xn T4 yof + 2k ) x wy(=K) (1.6)

Realizando los productos vectoriales indicados en (1.6).
M§ = (Xif— yal) Wi+ o0+ yob) Wyt K= yad W, (A7)
ME =] SL, X, W, -1 Ty,W,

Como el sistema formado por las componentes de todos los pesos,
{W;,W,,.,W,} es equivalente al sistema formado por la fuerza tnica w,
entonces los momentos de ambos sistemas respecto del punto o son iguales
y por lo tanto.
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ME = txW= 3L, XW, —iYy; W (1.8)

Pero si expresamos a en funcién de sus componentes rectangulares, se tiene
que:

FG X WZ (XGi+ ij+ ZGR) X (1.9)

Igualando (1.5) con (1.6);
(Wxgj — Wygl) = § XL X5 W, -1 XL, vi W, (1.10)

Igualando las componentes { y j de los vectores dados Por (1.10)

I WG = S X Wy = X = 2= (1.11)
Sy Wi :
t Wxe = Xit1yi Wi =>YG—+ (1.12)

Si cambiamos el sistema de referencia el eje y por el z (paralelo al sistema de
fuerzas paralelas), entonces, podemos también obtener:

_ I Zi Wi (1.13)

Zg W

En donde:

e Xag, Yg, Zg: son las coordenadas rectangulares del centro de gravedad.
o W es el peso del sistema de particulas los numeradores (1.11), (1.12) y
(1.13),0sea, X1, X, W, XL, Y, W, XL, Z; W, Reciben el nombre de:
Momentos de primer orden de un sistema de particulas
Ahora bien, si en las ecuaciones (1.11), (1.12) y (1.13) reemplazamos a
Wy W;
W= mjg y W=mg
En donde:

e myr es la masa de una particula genérica del sistema.
e m: es la masa total del sistema.
e g: esla aceleracion de la gravedad.

Las ecuaciones mencionadas, se transforman en;

_ i Ximig Yisiyimig Yizizimig (1.149)
Xe = T omg Y6 T T g lg = T mg
Las ecuaciones (1.14) nos muestran la forma de calcular las coordenadas del

centro de masa del sistema de particulas, las cuales como podemos
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facilmente comprobar nos ensefia que, en general, el centro de gravedad y el
centro de masa coinciden, en un sistema material discreto.

Centro de gravedad de un sistema material continuo (cuerpo)

Como un cuerpo esta formado por un nimero de particulas incontables, la
localizacién del centro de gravedad por el método aplicado a un sistema de
particulas (sistema material discreto) es practicamente imposible.

Consideremos el cuerpo representado en la figura 1.3; si suponemos que el
cuerpo esta formado por un ntumero infinitos de elementos de masa
diferencial dm y volumen dv, tal como se muestra en la figura 1.4, entonces
podemos calcular su peso asi:

z
Z J
dm ®
J ~

\ dv < EQUIVALENCIA -

e, 3 r

r W ,
, I \_J\_/ ) et Y
: Y

5 5 W
X X

@) (b)
Figura.1.4 sistema material continuo
Fuente: Pinto, G6mez, Ariza.2019.

NOTA: figuras a y b respectivamente
dw = kp gdv (1.15)
En donde:

p: densidad del elemento diferencial genérico de masa dm y volumen dv
dw: peso del elemento genérico.

g: aceleracion de la gravedad.

dv: diferencial de volumen del elemento genérico.

El peso total del cuerpo serd, entonces:
W= —Rfvgdv (1.16)

Ahora bien, el momento producido por el diferencial de respecto del punto
O, origen del sistema, es

dM= xdw (1.17)
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Si expresamos el vector posicion en funcion de sus componentes
rectangulares y adw por su valor dado en la ecuacién (1.15) tenemos que,

dl\_/fo = (xi +yj+ ZE) + (Ep gdv)
dl\_/fo = xp gdvj - yp gdvi

Y en consecuencia el momento resultante del sistema de fuerzas distribuidas,
respecto del origen es,

MR = j J,xpgdv—1 [ ypgdv (1.18)

Pero sabemos que, el sistema de fuerzas distribuidas es equivalente al sistema
formado por una fuerza tinica w, tal y como, lo muestran las figuras (a y b),
por lo tanto, los momentos de ambos sistemas respecto del punto O son
iguales. Entonces,

MR =t xW=] J,xpgdv—1[ ypgdv (1.19)

Expresando a en funcién de sus componentes rectangulares y a W en funcion
del vector unitario,

(xcl + yof + zgk) + (—kw) =7 J,xpgdv—1[ ypgdv (1.20)

Realizando los productos vectoriales indicados en el primer miembro de
(1.20) e igualando las componentes vectoriales,

i xg W= J,x pgdv

i:ye W= [ ypgdv

Reemplazando 14/por su magnitud dada en (12) obtenemos que,

_ Jfyxpgdv _ J,ypedv (1.21)

X = X =
G J, pgav > Yo J, pegdv

Si p es constante, entonces el cuerpo es homogéneo y las ecuaciones (1.21)
se reducen a,

<. = fvxdv _ fvxdv (1.22)
G [, av \%
Joydv [ ydv (1.23)
Yo = J, av Y

Andlogamente podemos obtener,

7. = fyzdv o fyzdv (1.24)
G = J, av Y
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Los numeradores de (1.22), (1.23) y (1.24) dados por f"idv ) f"i’/dv , f"\z/dv s

Reciben el nombre de momentos de primer orden y también se denominan
momentos estdticos de volumen.

Las ecuaciones (1.22), (1.23) y (1.24), nos permiten calcular las coordenadas
del centro de gravedad de un cuerpo. Estos valores, normalmente estan
tabulados en- los textos, para facilitar su aplicacion y evitar asi, engorrosos
célculos que para el ejercicio profesional ocasionan molestias indeseables.

El sistema de referencia seleccionado y la simetria que posea un cuerpo
homogéneo simplifican el problema de localizacién de su centro de masa o
de su centro de gravedad. Para aprovechar estas facilidades, enunciamos las
siguientes propiedades:

1. Siel origen del sistema de referencia coincide con el centro de gravedad,
los momentos de primer orden se anulan, puesto que X, y y z son nulos,
o sea
[, xdv J, xdv J, xdv

= = :0
\'4 \% \%

2. Siun cuerpo tiene un plano de simetria, entonces el centro de gravedad
esta ubicado en el plano de simetria.

3. Si el cuerpo tiene un eje de simetria, entonces su centro de gravedad
estard en el referido eje.

4. Siun cuerpo tiene un centro de simetria (un punto), entonces su centro

de gravedad coincide con dicho punto.

Problema ilustrativo 1

Para el elemento de maquinaria mostrado en la figura 1.5, localice la
coordenada yg del centro de gravedad.

\

Figura.1.5. ilustracion Centro de gravedad del elemento
Fuente: Mecanica. Ferdinand P. Beer and Johnston.2010
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Solucién:

Como el elemento de Maquinaria es homogéneo tiene Densidad constante,
ver resumen del elemento de maquinaria en la tabla 1.
5
Yi-1yi Vi

YG =
l'5=1 ]/l

v, = mx30%x 10 = —28262mm3
v, =120 x 100 x 10= 120000 mm?3
v3 = mx 40%x 10 = 50240mm3

v, =120 x 600 x 10= 72000 mm?3
vs = 1/, x 60%x 10 = 56520mm?

Tabla 1. Resumen del elemento de maquinaria.

Volumen (mm?3) Yi (mm) ViYi (mm?)
\Z] -28268 -50 1413000
v, 120000 -50 -600000
V3 50240 5 251200
\'2 72000 -5 -360000
Ve 56520 5 ~282600
» 270500 - -4978400

Fuente: Pinto, Gomez y Ariza 2019

Y viVi _ —4978400

5 vi 270500 = -18.40mm

YG =

~ Y, = —18.40mm

Problema ilustrativo 2
Calcular el centro de masa y el centro de gravedad del cuerpo de la figura 1.6.

Figura.1.6. llustracion del problema 2.
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

| 25 |



LACIDES PINTO MINDIOLA - OLENKA GOMEZ JULIO

FERNANDO ARIZA DAZA

Datos:

Anime: densidad = 20 kg/m3. Ver la figura 1.7.

Plomo: densidad = 13600kg/m3

Figura.1.7.

Solucidén: observar la tabla 2:

ilustracion del centro de masa del cuerpo
Fuente: Pinto, Gbmez, Ariza.2019.

Tabla 2. Resumen del problema 2.

volumen | densidad | v, pi X; Vi A XiVipj Yivipi Z;ViPi
vy pi
v, 0.25
0.0625 20 1.25 0.125 0.25 0.15625 | 0.3125 | 0.315
V2 0.25
0.0625 13600 850 0.125 0.75 106.25 637.50 | 212.50
X
851.25 106.41 673.81 |212.82
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.
2 pivi Xj 106.41
X, = Z=piviXi = 0.125mm
Y pi Vi 851.25
_ XPipiviyi _ 63781 _
Y. = S Vi ssizs 0.749mm
2 pivi zi 212.82
Z.= Z“zlp‘ —— = = 0.25mm
Yiz1 Pi Vi 851.25

Problema ilustrativo 3

Centro de gravedad. Encontrar la posicién del centro de masa de un
hemisferio, en el cual la densidad en cualquier punto varia directamente con
la distancia desde el punto a la base.

Solucion:

Por simetria X y Ys son nulos, para calcular la coordenada Zz del centro de
masa, escogemos como masa diferencial un disco delgado de radio r y espesor
dz, por lo que la distancia de su centro de masa al plano XY es
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proporcionalmente igual a Z del disco y ademds todos los puntos del disco
estdn aproximadamente a la misma distancia de la base y por lo tanto tienen
en teoria la x misma densidad, ver las figuras 1.8 y 1.9.

Figura.1.8. Posicion del centro de masa de un hemisferio
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

3 %
L ---.---Q"‘ Y

Figura 1.9. ilustracién del problema 3.
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

La masa del elemento diferencial considerado es,
dm = p(z)dv = K, zry? dz (1
Siendo:

p(z) = K,z (Densidad del disco diferencial, K; es una constante de propor-
cionalidad)
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Pero,

y2 — I.2 _ Z2 (2)
Reemplazando (2) en (1):

dm = K;zn(r? — z2) dz = K; n(r? z — z%) dz
La masa total del hemisferio es,

m = K;n(r?z — z3) dz = K, n(r*) /4 3)

El momento de primer orden de la masa diferencial dm es,
dM, = zdmk = K n(r?z% — z2)kdz 4)

Y el momento total de cada uno de los elementos diferenciales de masa con
respecto al punto O es,

Kk, m for(rzz2 -z dz = ZK% r°k ()

Igualando el momento de primer orden de la masa resultante del hemisferio
con el momento de primer orden dado por la ecuacion (5), tenemos:

fam  f 2K s ©)
4 15

Igualando las magnitudes de los vectores dados por (1.6) y simplificando:
Zc = 8/15r

La masa del elemento diferencial considerado es,

dm = p(z)dv = K, zmy? dz (@))
Siendo:

p(z) = K; z (Densidad del disco diferencial, K; es una constante de propor-
cionalidad)

Pero,

y? =12 —z? ®)
Reemplazando (2) en (1):

dm = Kzn(r? — z2) dz =K, n(r? z — z3) dz

La masa total del hemisferio es,

m = K;n(r?z — z3) dz = K, n(x*) /4 (3)

El momento de primer orden de la masa diferencial dm es,
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dM, = zdmk = K,n(r?z% — z9)kdz 4)

y el momento total de cada uno de los elementos diferenciales de masa con
respecto al punto O es,

= Ry m fJ (222 — 2%) dz = 25 15k (5)

Igualando el momento de primer orden de la masa resultante del hemisferio
con el momento de primer orden dado por la ecuacion (1.5), tenemos:

Kim ZGR _ 2Ky SR (6)
4 15

Igualando las magnitudes de los vectores dados por (6) y simplificando:

Zc = 8/15r
Centroides

El centro de gravedad y el centro de masa se relacionan directamente con los
sistemas de particulas y los cuerpos fisicos que en la practica tienen peso. El
término centroide esta relacionado con las figuras geométricas (lineas, areas
y volimenes). No poseen peso, y, por lo tanto, no pueden tener centro de
gravedad. Sin embargo, podemos imaginar que cada elemento de una linea,
elemento de area y de volumen corresponde un peso numéricamente
proporcional a la longitud, 4rea o volumen -correspondiente. Esta
circunstancia genera un sistema de fuerzas imaginarias que da origen a un
"falso centro de gravedad" y como tal, lo llamaremos centroide también
llamado baricentro. Asi podemos hablar del centroide de una linea, de un
drea o de un volumen. Consideremos que el cdlculo para su ubicacion es
innecesario, por las demostraciones realizadas para el calculo de las
coordenadas del centro de gravedad.

Las coordenadas del centroide en general se obtienen, a través de las
ecuaciones:

1. Para una linea-

Jpxdl Juydl
XC - L > YC - L
En donde,
fxdl [ ydl . ;
LT , —=— : Son los momentos de primer orden de la linea.

2. Para un area:

X. = J,xdA
c — A )

En donde,

Jyda
Yo =——
A
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_ JpydA

N Son los momentos de primer orden del drea

3. Para un volumen.

XC _ fA:/dV ’ YC _ fAidV ,Zc _ fA\ZIdV

En donde,

*  Xc, yc, zc son las coordenadas del centroide de una linea, de un area o
un volumen, y fAfldV , Y= fAde ,Le = Jpzav constituyen los

momentos de primer orden del volumen.

Es conveniente tener en cuenta, que el momento de una fuerza con respecto
a un punto cualquiera del espacio, es una cantidad vectorial que se obtiene
al hacer el producto vectorial del vector de posiciéon de un punto cualquiera
de la recta de accion por la fuerza. Sin embargo, el momento de un érea, por
ejemplo, con respecto a un punto cualquiera del plano es también un vector
que es igual al producto de la magnitud del area por el vector de posicion del
centroide del area.

Propiedades del centroide de un area

1. Siun 4area tiene un eje de simetria, entonces su centroide se encuentra
en dicho eje.

2. Siun area tiene dos ejes de simetria, el centroide del area es el punto de
interseccion de los dos ejes.
Problema ilustrativo 1

Encontrar las coordenadas del centroide del tridngulo rectdngulo de las
figuras 1.10 y 1.11.

Figura.1.10. Dimensiones del triangulo rectangulo
Fuente: Mecénica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston.2010
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>

Figura.1.11. Centroide del triangulo rectangulo
Fuente: Mecénica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston.2010

Solucidn:

Consideremos un elemento diferencial de 4rea dA, tal y como se muestra en la

figura siguiente, Si x expresa el ancho del elemento diferencial de area. Entonces:
dA = xdy

Pero,

h
Y. = JaydA [ xydy
¢ A 1/,bh

Pero,x = E (h—y) (semejanza de tridngulos)

hb
2, h=y)ydy  r2ny?]" [2y® "
bh “|n2 2| " |hz 3

=>YC=§

Para calcular la abscisa del centroide, vamos a considerar el elemento de
area, tal y como se muestra en la figura 1.12 siguiente.

y
y h
0 X
<1 »
%{j
X
dx

Figura.1.12 Elemento de area del triangulo rectangulo
Fuente: Mecanica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston. 2010
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JpxdA I3 xydy

XC = A = 1/ bh
2
Pero
y = E X (semejanza de triangulo)
fo % xdx
X~ =
¢ bh [b23]

Problema ilustrativo 2

Calcule la coordenada Y del centroide del tridngulo generalizado definido
por las figuras.1.13 y 1.14

T
0 !
— b%l x

Figura.1.13. Centroide del triangulo problema 2
Fuente: Mecénica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston.2010

OA—b%] .

Figura.1.14. Coordenada Y del centroide de un triangulo
Fuente: Mecanica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston.2010

Solucién:

Consideremos un diferencial de drea dA cuyo centroide estd determinado por
las coordenadas x y y, como se muestra en la figura.
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El momento de primer orden diferencial de drea de dA, respecto del punto
O, viene dado por,

M, = TdA v
Pero,

dA =b,dy "
b, = > (hh_Y) (por semejanza de As) o
= () )

Expresando a M, en funcidn de sus componentes rectangulares e integrando
tenemos,

h _ h —
[ 5 () 0O

Igualando la ecuaciéon de momentos dados por la ecuacién (1.5) con el
momento de toda el drea respecto del punto O,

A A~ bh ~ rh b (h— ~ rh b (h—
Xd+ YD) 2 =1 x ((52) dy+7 [y (2E2) dy (6)

Igualando las magnitudes de las componentes en | de los vectores dados por
(6), tenemos que,
h

ot = e (202) gy 27 )

h
Yc = -
3

Problema ilustrativo 3

Hallar las coordenadas el centroide de la superficie plana de un cuadrante
de circulo, los ejes x y y se muestran en la figura 1.15,

Y
- | dA

y R

<>
X

Figura.1.15. Coordenadas del centroide de una superficie plana
Fuente: Mecanica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston.2010
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Vamos a considerar que el area dividida en elementos diferenciales de area,
de lado dx y dy, o sea,

o

J/ R2-%2
dA=dxdy y A= [,dA= fR R foxdxdyzf;\/Rz—deX

1 R?
4

El momento diferencial de area dA respecto del punto O, esta dado por,

A=

dM, = (xi+yj) dA

Y el momento de cada uno de los elementos diferenciales respecto de O, viene

dado por,
f xdxdy + ] f
(0] o

l\_/[)():fdl\_/[)():if
A o

_ 2 _y2
- M0=Tf§x RZ — X2 dx +if§wdx

R + /RZ—XZ 2)

R +/ R2-%?
f ydxdy
)

O

Igualando el momento de drea resultante respecto de O con el momento de
cada uno de los diferenciales de 4rea,

(XeT+ Yeh) = =1 [5] +3[5] @3)

Igualando las componentes de los vectores dados por la ecuacion (3)

A TR? R3 4R
EXc =[] =% =2
4 3 31
o TR? R3 4R
Y= = e =2
4 3 3T

Problema ilustrativo 4

Hallar las coordenadas del centroide del cuadrante de un arco, tal y como se
muestra en la figura 1.16.

Solucion:

Consideremos un diferencial de longitud de arco dL, el cual subtiene el
angulo 6
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Figura.1.16. Centroide del cuadrante de un arco
Fuente: Mecénica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston.2010

d0=Lrad =>dL=Rd0 L= [dL="8 (1)
R R

El momento diferencial de longitud dL respecto del punto O esta dado por,

dM, = RdL = (Rcos 6 + r sen 6 ) dL (2)

Reemplazando (1) en (2) e integrando se tiene, espacio como

M, =if0n/2 cos 9d6+if0n/2 sen0d6 = 1R? + JR? ®)

Si igualamos el momento dado por la ecuacién (3) con el momento de toda
la longitud respecto del punto O.

(Xci+ YcJ) 5 = 1R? + JR? 4

Igualando las componentes de la ecuacién (4) tenemos.

a mR 2R
1: Xc7=R2 :XC:?

j: YT =R =Y =2

Centroides y centro de gravedad de figuras y cuerpos compuestos

Hasta aqui, hemos aprendido a localizar el centroide y el centro de gravedad
de cualquier figura o cuerpo simple. Sin embargo, en la prdctica nos
encontramos con figuras y cuerpos compuestos. Llamaremos figura
compuesta a toda aquella figura que esté formada por un numero finito de
figuras cuyos Centroides tengas disposiciones conocidas. Un d&rea, por
ejemplo, puede dividirse en dos o mas dreas simple, tales como rectangulos,
triangulos, circulos u otras formas cuyas dareas y coordenadas de su.
Centroide se obtienen ficilmente. En forma semejante, podemos definir
también a los cuerpos compuestos.
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Centroides de figuras compuestas

Una region compleja estd compuesta por otras mas simples, por ejemplo, un
area. Fl area total es igual a la suma de las areas que comprenden la region,
eje o plano, es igual a la suma algebraica de los momentos de primer orden
de las regiones parciales. El centroide de la region se calcula por medio de la
ecuacion,

n
A i=1 Ai

Donde la suma se realiza sobre todas las partes que componen la region.
Esta ecuacion vectorial se puede expresar en funcién de sus componentes
rectangulares, asi:

x. = ZmaXiAi Ly I, YA (a)
€7 osna > O 3moa
En donde,

a) Xi, Vi, zi: son las coordenadas del centroide de las lineas, areas, volimenes
0 cuerpos que componen la region.
Centro de gravedad de un cuerpo compuesto

Las coordenadas Xg, Yg, Zg del centro de gravedad de un cuerpo compuesto,
estan dadas por las ecuaciones,

X = i, Xivipi | Y. = T, Yivipi | 7. = I, Zivipi (b)
¢ Taviei ¢ Yiviei ¢ 2L vipi
En donde,

*  X;V; 2z son las coordenadas del centro de gravedad de los cuerpos que
componen la region.

e v;: es ei volumen de los cuerpos que componen la regién.

e  p;: peso especifico de cada cuerpo componente de la regidn.
Si el peso especifico de cada uno de los cuerpos que componen la region es
el mismo, entonces las ecuaciones (b) pueden reducirse a,

R
_ Zi=1 Xjvi

14

n oo
_ 2i=1Yivi

14

_ I ©

Xc "

;0 Ye 5 L
En donde,

. V: es el volumen total de la region.
Este método aplicado tanto para la determinacién de los Centroides y - del
centro de gravedad de figuras y cuerpos compuestos, evita la integracion,

| 36 |



MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS:
ESTATICA VECTORIAL - TOMO II

siempre y cuando se conozcan la longitud, areas, volimenes y localizacién
del centroide o centro de gravedad de cada parte que compone la regiéon y
aplicable como ya hemos dicho, a lineas, dreas, volimenes, pesos y masas.

Problema ilustrativo 1

Determine la localizacién del centroide de drea que se muestra en la figura
1.17

— > 08

Figura.1.17. Localizacién del centroide de area
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Solucidn:
Tabla 3. Resumen localizacion del centroide de areas
area Xi Yi AiXi AiYi
Q 12.5663 0.0 0.0 0.0 0.0
-0.32 04 -0.2 -0.128 -0.064
> 12.2463 -0.128 0.064

Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

_OYRAX;  -0128 . .
Xc = ShoA 122463 0.01045 ft (Hacia la izquierda del centro)
Yo = ZTAM = 29— 0.00523 ft (Hacia arriba del centro)
ThA 12.2463
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Problema ilustrativo 2

Determine la localizacion del centroide de la superficie formada por dos
figuras como se muestra en la figura 1.18 y se sintetiza en la tabla 4.

160mm

30mm
Al

100mm
60mm

10mm

X
Figura.1.18. Localizacién del centroide de la superficie de dos figuras
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Solucion:

Tabla 4. Localizacion del centroide de la superficie de dos figuras

area Xi Yi AiXi AiYi
Al 10000 50 50 500000 500000
A2 -2400 70 40 -168000  -96000
)
7600 -332000 404000

Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

YL AiX; _ 32000
XC = - =

ST = 43.69mm
Yo = St = 0880 53 16mm <

Problema ilustrativo 3

Localice el centroide del area definida en la figura 1.19 y la tabla 5.

Y
A3 255mm
Al
75mm— | X
150mm = 50mm

Figura 1.19. Centroide del area de una figura
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.
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Solucién:
Tabla 5. Centroide del drea de una figura compuesta
area Xi Yi AiXi AiYi
A2 16875 -50 75 - 843750 1265625

A3 -4415.63 |-37.50 | 3750 165586.13 |-165586.13

A4 11250 25 112.50 | 281250 1265625

Y] 23709.37 -396913.87 | 2365663.87

Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

—396913.87 mm3
Xc= ————=16.7mm
23709.37 mm?

2365663.87 mm3
Ye= ———————=99.8mm
23709.3 mm?2

Por lo tanto, el centroide expresado vectorialmente sera:

7. = —16.7(mm)i + 99.8(mm)j

Problema ilustrativo 4
Hallar el centroide de la figura 1.20, si se dan las dimensiones:

L; =60mm Ls=20mm

L2=80mm Ls=30mm
L3=30mm Le=100mm
L2
L3
L4
L1
L5
L6

Figura.1.20. Centroide de una figura irregular
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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.
Solucién:

Se elige un sistema de Coordenadas, de tal forma que el eje de las abscisas
coincida con Le y el eje de las ordenadas con L1, ver la ilustracién en la figura
1.21 y la tabla 6.

L2

1 HI G

YO
I L5

0 L6

Figura.1.21. llustracién del centroide figura irregular
Fuente: Pinto, Gmez, Ariza.2019.

Tabla 6. Centroide del area de una figura irregular.

Longitud | Xi Yi AiXi AiXi
L1 60 0 30 0 1800
L2 80 40 60 3200 4800
L3 30 80 45 2400 1350
L4 20 90 30 1800 600
L5 30 100 15 3000 450
L6 100 50 0 5000 0
> 1320 15400 9000

Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Y8 LiXj _ 15400

X
c 3L 320

= 48.13mm

— M: m: 28.13m

Y,
¢ L 320
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Problema ilustrativo 5
Hallar el centroide de la figura 1.22.

Y
0.25”
2.5in
A2 N A5
A3 / N
/A4
0,5in
Al
} ¢ 0.75"
12)/

Fuente: Mecéanica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston.2010
Figura.1.22 Centroide del area problema ilustrativo

Solucién:
Tabla 7. Centroide del area problema ilustrativo 5

Area Xi Yi AiXi AiXi

Al 6 6 0.25 36 1.5
A2 0.625 0.12 1.75 0.078 1.09
A3 0.625 0.42 1.33 0.2625 0.83
A4 0.625 11.58 1.33 7.24 0.83
A5 0.625 11.58 1.75 7.43 1.09
y | 85 51 5.34

Fuente: Pinto, Gbmez, Ariza.2019

51

XC 85 6in

Yo = 22 = 0.63in
8.5

| 41|






CAPITULO II

Equilibrio de un cuerpo rigido

Se define un cuerpo rigido como un sistema material continuo en el cual las
distancias entre dos cualquiera de sus particulas se mantienen constantes. Este
es, un modelo idealizado que es de gran utilidad en el estudio de la estatica y
de la dinamica.

En este capitulo se estudiaran los conceptos fundamentales para el equilibrio de
un cuerpo rigido. Aqui ademdas de demostrar que para que se satisfaga tal
condicion se necesita, del equilibrio del sistema de fuerza que actiie sobre el
cuerpo, con el fin de impedir los movimientos de traslacién y rotacion del mismo.

Aunque los cuerpos rigidos son tridimensionales muchos problemas de
ingenieria se pueden analizar con las fuerzas que acttian sobre el cuerpo
proyectado sobre un mismo plano. Esta circunstancia obligdé a que
primeramente se trate en este capitulo el equilibrio de un cuerpo sometido a
la accion de un sistema de fuerza externa que sean "coplanares".
Posteriormente se analizard el equilibrio del cuerpo rigido bajo la accién de
un sistema de fuerza en el espacio. Por la frecuente complejidad geométrica,
de los cuerpos, la solucién tridimensional de los problemas se abordarad a
través del algebra vectorial.

Condicién necesaria para el equilibrio de un cuerpo rigido

Para cumplir con este objetivo, consideremos un cuerpo rigido en equilibrio
sobre el cual actia un sistema de fuerzas externas: el cuerpo se encuentra
referido al sistema inercial OXYZ como se muestra en la figura 2.1 (a).

%
F1 e
Y s
171 /Z
4 F3
0 \
% X
Fn
7 (a)

Figura.2.1 (a). Cuerpo rigido en equilibrio
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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—>
> il
Y
S —
F1 i
—
-
y X
(b)
z

Figura.2.1 (b). Condiciones para el equilibrio de un cuerpo
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Con el propdsito de estudiar las condiciones necesarias para el equilibrio de
un cuerpo rigido, imaginemos una particula genérica Ai de este, con un vector
de posicion ¥; respecto del origen O de la referencia, ver la figura 2.1 (b). La
primera ley de Newton enuncia en forma explicita las condiciones necesarias
para su equilibrio estatico y dinamico; establece que una particula
permanecera en equilibrio si y solo si la resultante de todas las fuerzas que
acttia sobre ella, es nula. Apoyados en este hecho, por extensién deduciremos
luego las condiciones necesarias para mantener el equilibrio de un cuerpo
rigido.

En general, sobre la particula arbitraria Ai actian dos tipos de fuerzas:
internas y externas. Las internas 71-]- se generan por la interaccidn entre las
diferentes particulas que conforman al cuerpo ("todo atrae a todo; ley de la
Gravitacion Universal"); mientras que las fuerzas externas, son todas aquellas
solicitaciones que no son causadas a través de la interaccion mutua, sino que
son producidas por los efectos de oiros cuerpos o particulas o también por
fuerzas provenientes de campos: eléctricos; magnéticos, electromagnéticos,
gravitacionales, etc. Llamado ), ,-:17,-,- y fl- respectivamente a las resultantes
j=1

de la fuerza internas y externas que acttian sobre la particula genérica Ai, tal
como puede apreciarse en la figura 2.1(c). Aplicando la primera ley de
Newton para conservar el equilibrio se requiere que
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—

Y L DS

(©)
Figura. 2.1 (c). Resultante de las fuerzas internas y externas de un cuerpo

Fuente: Pinto, Gbmez, Ariza.2019.
=1ty Fi=0 (2.1)
=1

Nétese que la sumatoria Y-, f;; no tiene sentido para ] = i, debido a que la
j=1
particula Ajno puede atraerse ella misma.

Particularizando la ecuacién vectorial (2.1) para cada una de las particulas
del cuerpo rigido y sumando miembro a miembro las infinitas expresiones
resultantes, se obtiene:

% (Zj=i_f>ij> + Zﬁl =0 (2.2)

j=i
Pero a través de la tercera ley de Newton accién-reaccion se puede demostrar

que la sumatoria Y, <Zj=i fij> es nula, ya que en virtud de esta ley se tiene para
j=i
cada par de particulas Ai y Aj del cuerpo existen dos fuerzas interiores
reciprocas f;; y f;; que son de igual magnitud, misma pero de sentidos
contrarios y por consiguiente, su suma es equivalente al vector nulo. Siendo

asi, la ecuacién (2.2) haciendo ). ﬁi = ' F se reduce a.
YF=8 (2.3)

La expresion (2.3) constituye la primera condicién necesaria para el equilibrio
del cuerpo, la cual establece que la suma de todas las fuerzas externas que
acttian sobre el cuerpo debe estar en equilibrio.
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Ahora bien, si pre multiplicamos vectorialmente la ecuacién (2.1) por el
vector de posicién 7; de la particula arbitrariamente seleccionada Ai,
obtendremos el momento de las fuerzas que actian sobre Ai respecto del
origen o del sistema inercial y que denotaremos por MA!, ver la figura 2.2.

Por lo que se puede escribir aplicando la propiedad distributiva del producto
vectorial:

—
Y > i
Fj
Ai
0
—> X

Figura.2.2 Momento de las fuerzas actuantes sobre un cuerpo

Fuente: Mecénica. Ferdinand Beer and E. Russel Johnston.2010

— N - - N - 5 = - (2.4)
MOAI =TIiX (2]=1fll + F1> = riXijlfi]' + riXFi =6

j=1 j=1
Mt = Fx <Zi=1fij + ﬁi) =TxXj=1fij + #ixF, = 6

j=1 j=1

Aplicando la ecuacién vectorial (2.4) a cada una de las infinitas particulas que

forman el cuerpo, ver figura 2.3, y sumando luego miembro a miembro las
ecuaciones obtenidas, queda:

_M_)OAl = FiXZ]‘=2 ?1] + leﬁl = 5

Figura.2.3 Momento de fuerzas actuantes en infinitas particulas de un cuerpo
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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I\—/I)OAZ == ?IXZ]:lFZJ + FZX F)l == —:)
. j=2 . .
— R S L o= - (2.5)
>M, = Z(rix Z]=1fi]> +XrxF,=0
j=1

La sumatoria ), (Fi X Xj=1 fij) es nula, ya que dicha suma esté constituida por
j=1

Ve . -> = . 7 . .
términos de forma 7;xF;;; y asociado a cada uno de estos términos su reciproco

i
- - -

r;xf;;, siendo f;; = f; por lo tanto, la contribucién de cada Uno de ellos, sera:

52 - N - — — - -

rini]' + ?]ijl (?iX r]' )X fl] = AiAJ’X fl] =0

Como la fuerza fj; es colineal con el vector A;A;, se Concluye entonces, que la
ecuacidén (2.5) puede reescribirse de la siguiente manera:

YM,=Y#xF =6 (2.6)

De las expresiones (2.3) y (2.6), se tiene que las ecuaciones necesarias para
el "equilibrio de un cuerpo rigido" se resumen asi:

YF=8 2.7

Es facil pensar que las expresiones (2.7) originan infinitas ecuaciones al
cambiar el centro de momentos o, sin embargo, esto no es cierto, debido a
que cualquier otro punto que se seleccione, por ejemplo, el genérico Q debe
satisfacer la "ecuacién de centro de momento", o sea:

Wy = M, + o, x(ZF) = 8 2.8)

—

La ecuacién anterior es necesariamente nula, ya que los vectores M, y

Y F son nulos segtin lo establecen las "condiciones de equilibrio" expresada
por las relaciones (2.7). Las "condiciones necesarias y suficientes" para el
equilibrio del cuerpo rigido resumidas en las dos expresiones vectoriales (2.8)
pueden descomponerse en las siguientes seis ecuaciones escalares
independientes:

YF,=0; YM,=0 (2.9)
XF,=0; XM;=0
YXF,=0; ¥M,=0
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n

e Las ecuaciones escalares (2.9) son " necesarias y suficientes" para
mantener el equilibrio estatico del cuerpo rigido o indeformable.

e Siel cuerpo es deformable las expresiones (2.8) "son necesarias, pero no
suficientes".

Equilibrio en el plano

Si el sistema de fuerzas que acttia sobre el cuerpo rigido es coplanar, por
ejemplo, si se encuentra en el plano XY las ecuaciones escalares (2.9) se
reducen a tres, asi:

XF=0; YF,=0

Y M, =0 Las ecuaciones (2.9) solo se satisfacen si el punto o estd contenido
en el plano XY de las fuerzas.

Vinculos

Los cuerpos rigidos en "equilibrio estdtico" estdn obligados a no moverse
libremente en el espacio y consecuentemente en el plano. Tales limitaciones
al libre movimiento se realizan a través de vinculos que unen al cuerpo a otro
sistema material que igualmente se encuentra en reposo.

Los vinculos se clasifican en general, como: "vinculos internos", "vinculos
externos". Los primeros limitan la libertad de movimiento de un cuerpo
respecto a otro; mientras que los del segundo tipo impiden el libre
movimiento del cuerpo respecto a tierra.

Vinculos internos

Como ya se dijo estos limitan la capacidad de movimiento relativo entre dos
cuerpos. Estos a su vez pueden clasificar teniendo en cuenta el nimero de
movimientos que impiden, asi:

a) vinculos de primera especie.
b) Segunda especie.
c) Tercera especie.

Los cuales restringen respectivamente 1,2 y 3 movimientos o grados de
libertad. Para una mejor ilustracién mostremos los siguientes ejemplos:
Vinculo interno de primera especie

El rodillo interno impide la traslacién relativa de los cuerpos en la direccién
del eje de las X, mientras que, si permite la traslacion relativa en la direccién
del eje y ademas acepta la rotacién Vinculo relativa, observar la figura 2.4.
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Figura.2.4 vinculo interno de primera especie
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Vinculo interno de segunda especie

Llamado comunmente "articulacién interna" o rotacién. Impide los des-
plazamientos relativos de las laminas y D en las direcciones X y Y. Permite la
rotacién relativa, ver la figura 2.5.

Figura.2.5 vinculo interno de segunda especie
Fuente: Pinto. Gbmez. Ariza.2019.

Vinculo interno de tercera especie

Se llama "empotramiento interno" o "junta rigida". Impide dos desplaza-
mientos y la rotacion relativos. Impedido todo movimiento y, por lo tanto, las
laminas E y F pueden considerarse como una sola, ver la figura 2.6.

Figura 2.6. vinculo interno de tercera especie
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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Vinculos externos

Impide el libre movimiento de un cuerpo con respecto a la tierra. Las
columnas, los postes del alumbrado estan unidos al suelo a través de vinculos
externos.

La clasificacién de este tipo de vinculos es similar a la de los vinculos internos
con la diferencia que la tierra en todos los casos se considerara como un
cuerpo en reposo, asi se pueden distinguir las siguientes tres clases:

a) Primera especie. El cuerpo tiene impedido un movimiento.
b) Segunda especie. Al cuerpo se le restringen dos movimientos.
c) Tercera especie. El cuerpo tiene restringido tres movimientos.

Vinculo de primera especie

Se conoce con el nombre de "rodillo" o "articulacién mdvil". Restringe el
desplazamiento en la direccién del eje Y. Permite desplazamiento en la
direccion del eje X y rotacién alrededor del punto O, ver figura 2.7.

Figura.2.7 Vinculo externo de primera especie
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Vinculo de segunda especie

La figura 2.8, muestra un vinculo de segunda especie, llamado también
“articulacién” o “Articulacion fija o plana”. Impide dos desplazamientos en las
direcciones X y Y. Permite la rotacion del cuerpo alrededor del punto O

Y *+;
I—' x Q
Figura.2.8 Vinculo externo de segunda especie

Fuente: Pinto, Gobmez, Ariza.2019.
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La figura 2.9, muestra un Vinculo de segunda especie, el cual recibe el nombre
de "empotramiento movil". Este restringe una traslacién y la rotacion y
permite el desplazamiento en una direccién.

=
T

Figura.2.9 Vinculo externo de segunda especie
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Vinculo de tercera especie

Se le conoce como "empotramiento". Restringe tres movimientos, impide todo
movimiento en el plano, ver la figura 2.10.

Figura.2.10 Vinculo externo de tercera especie
Fuente: Pinto, Gbmez, Ariza.2019.

Vinculo y sus reacciones

La resistencia que ofrecen los vinculos para contrarrestar las acciones de los
cuerpos sobre ellos, reciben el nombre de "reacciones". Por lo tanto, los efectos
de los vinculos o apoyos pueden ser reemplazados por las respectivas
reacciones que estos transmiten al cuerpo. La determinacién de las reacciones
en los vinculos de los cuerpos constituye uno de los campos de aplicacién, mas
importantes de la estatica. Los vinculos y sus reacciones no existen
simultdneamente, o sea una vez que los sustituyamos por su reaccién o
reacciones inmediatamente estos desaparecen.

En general, un cuerpo rigido en "equilibrio estatico" esta sometido a dos tipos
de fuerzas externas que son: a) las fuerzas aplicadas y b) las reacciones de los
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vinculos externos. Notese que las fuerzas internas que acttian sobre el cuerpo
no representan, ya que estas fuerzas participan en parejas colineales de igual
magnitud, pero de sentidos opuestos y, por consiguiente, su efecto neto es
nulo.

Hipétesis para el célculo de las reacciones de los vinculos

1. si un vinculo impide la traslacién de un cuerpo en una direccién
determinada, entonces se produce una fuerza reactiva o simplemente
reaccion en esa direccion.

2. Cuando un vinculo evita el giro de un cuerpo se genera una reaccion
llamada movimiento en el sentido contrario a la solicitacion.

3. La fricciéon del vinculo y sus elementos con el cuerpo es nula. Es el caso
de los pasadores y agujeros.

4. Como consecuencia de la hipétesis anterior, los esfuerzos producidos en
la zona de contacto de pasadores y agujeros son perpendiculares a la
superficie de contacto y estan orientados hacia el centro del pasador.

Reacciones de los vinculos sobre un cuerpo sometido a la accién de un
sistema de Fuerza Coloidal

Las reacciones de los vinculos sobre un cuerpo sometido a la accién de un
sistema de fuerza coloidal, pueden clasificarse en: Rodillo o articulacion
movil, articulacion y empotramiento. Los cuales se describirdn a continuacién.

Rodillo o articulacién mévil

Produce una sola reaccion la cual esta dirigida en la direccién perpendicular
a la superficie donde ruedan rodillos, ver la figura 2.11.

- i

Figura.2.11 Vinculo externo de primera especie-Rodillo articulacion movil
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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Articulaciéon

Genera una reaccion de direcciéon y magnitud desconocidas, que la podemos
descomponer en componentes rectangulares, tales como Rx y Ry, ver la figura

2.12.
Y \ .
o, <1 P T,
X 3 &
Ry
Figura.2.12 Vinculo externo de segunda especie-articulacion
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
Empotramiento

Este tipo de vinculo produce tres reacciones en un punto conocido. Una fuerza
de magnitud y direccion desconocida que se puede expresar en funcion de dos
componentes rectangulares Rx y Ry y un momento M, como lo muestra la
figura 2.13.

F2

. w

»

N

F1

=
xal
11T

Ry

Figura.2.13 Vinculo externo de segunda especie-Empotramiento

Fuente: Pinto, Gbmez, Ariza.2019.

Diagrama de cuerpo libre (DCL)

Es "un esquema" de uso frecuente en la estatica y la dindmica, el cual hace
muy valioso cuando se necesitan determinar fuerzas y pares desconocidos que
actdan sobre un sistema material. El DCL, permite aislar o liberar una
particula, un cuerpo rigido o parte de este y hasta un sistema de cuerpos del
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entorno o medio ambiente que lo rodea. En dicho croquis se muestran todas
las fuerzas y pares externos que actian sobre la parte separada, asi como
también las reacciones de todos los vinculos externos e internos, si fuese el
caso como lo muestra lar figura 2.14. Aplicando luego las condiciones de
equilibrio a la parte liberada, se pueden determinar las reacciones de los
vinculos o apoyo y las fuerzas o pares externos desconocidos, que acttian sobre
la region separada.

El DCL es pues, un concepto bastante util y constituye un modelo esencial de
la mecdnica clésica. Esta circunstancia, explica las ventajas que se obtienen al
dibujarlo correctamente cuando se estudia la solucién de un problema de
equilibrio en estatica o la de otro en dindmica. Nunca se insistird lo suficiente,
en la importancia de elaborar un DCL que sea, claro y diddcticamente sencillo.
La facilidad y sencillez con que puedan construirse los DCL los hace una
herramienta valiosa para el célculo de las reacciones sobre los cuerpos.

Para elaborar adecuadamente un "diagrama de cuerpo libre" se recomienda:
1. Elegir un sistema de coordenadas apropiado, de manera que permita
expresar las fuerzas en funcion de sus componentes.

2. Identificar convenientemente la parte a liberar. Esta seleccion depende
fundamentalmente de las incégnitas que se requieran calcular.

3. Dibujar el esquema correspondiente. Debe ser lo mas sencillo y en el
mismo deben acotarse las distancias y sefialarse las pendientes de los
elementos seleccionados.

4. Representar las fuerzas y pares externos si los hubiere, que actien sobre
la parte liberada.

5. Mostrar e identificar las reacciones de los vinculos, recordando siempre,
que estos no existen simultdneamente (reacciones y vinculos).

6. Tener en cuenta que, una vez se elimina un vinculo interno para hacer el
DCL de las partes, las fuerzas en ese punto de contacto entre los cuerpos
satisfacen el axioma de la accién - reaccién.
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L 4 9

Superficie
P Fuerza con recta

= R
Fuerza con recta

L b=

Fuerza
Articulacion Superficie Fuerza o atraccién
Fuerza par

Figura 2.14 Vinculos y sus reacciones en dos dimensiones
Fuente: Mecénica. Ferdinand P. Beer and Johnstonl.2010
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CAPITULO III

Estructuras: armaduras-bastidores

Una estructura es un ensamblado rigido compuesto por cuerpos prismaticos
unidos mediante articulaciones o nodos a través de pasadores lisos (sin
friccién) capaz de soportar grandes cargas externas. Si estas se comparan con
el relativo bajo peso de la estructura. Las cargas que actian sobre la estructura
son transmitidas a tierra a través de sus soportes o apoyos. Las vinculaciones
(puntos de unién), entre los distintos cuerpos que ensamblan la estructura
reciben el nombre de nodos o nudos o juntas.

En la ingenieria estructural existe una extensa variedad de clases o tipos de
estructuras las cuales requieren en general, de distintos métodos para su
andlisis estructural. Sin embargo, su marco teérico requiere fundamen-
talmente, de los conceptos que les provee la Estdtica, los cuales constituyen la
base conceptual en que se apoya el analisis estructural. Por ello, siempre
enfatizaremos este compromiso, para dar al estudiante una sélida base, que
le permita abordar estudios mas avanzados relacionados con el campo del
analisis estructural. Sabemos que convencerlos de su conveniencia, es
imperativo para poder realizar estudios detallados acerca de la teoria
estructural, en todas sus formas, clases y métodos.

Sépase que tanto, las armaduras o cerchas como los bastidores o marcos,
constituyen dos clases importantes de estructuras bdsicas, que son
generalmente, ensambladas a partir de miembros o cuerpos estructurales
(estructuras articuladas), pero el analisis estructural de uno u otro de los
tipos, mantienen diferencias sustantivas, en cuanto a los métodos aplicados
para resolverlos.

También, podemos diferenciar las dos clases que nos ocupan, si tenemos en
cuenta, que las armaduras o cerchas estan formadas por un conjunto de barras
o elementos, diseflados y conectados de tal manera, que dan lugar, a la
formacion de una estructura, que es un ensamble que puede ser utilizado
inclusive como una viga de carga de diferentes luces.

En una armadura, las barras forman generalmente, un cuerpo de tridngulos
que dan lugar a figuras geométricas que nos permiten crear armaduras
estructuralmente estables en el plano. Dichas armaduras se caracterizan
porque las cargas externas que actian sobre ella, siempre deben estar
aplicadas en los nodos o nudos de la cercha. En consecuencia, solo se generan
en las barras fuerzas axiales de traccién o de compresion.
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Hipdtesis para el andlisis de las armaduras

1. Los elementos o barras de una armadura estan conectados entre si, en
sus nodos o nudos a través de pasadores lisos (sin friccion). Lo que
permite, que los extremos de los miembros giren libremente.

2. Las dos fuerzas que actiian sobre cada una de las barras son siempre
axiales.

3. Los miembros de una armadura son de peso despreciable, lo que equivale
a decir, que m = 0.

4. Las fuerzas externas que actian sobre una armadura estdn aplicadas
siempre en los nodos.

5. En éste capitulo, desarrollaremos el estudio de las dos clases de
estructuras particulares, que hemos abordado aqui, o sea, armaduras y
bastidores.

Equilibrio

En el lenguaje de las estructuras, se dice en general, que un cuerpo en reposo

se encuentra en equilibrio estdtico. Todo cuerpo rigido, localizado en el

espacio tridimensional estd en equilibrio estatico, y el mismo satisface las
siguientes seis expresiones matemadticas escalares:

L Fx+-=0; ie1Fy+1=0; L Fz+-=0

n — . n — . n —

n M, +0=0; LM, +0=0; n M, +0=0

Sin menoscabo de la calidad, y en beneficio de la economia de célculo, se

permite ejecutar el andlisis y disefio, de la mayoria de las estructuras

considerandolas como si estas se encontraran en un plano. Por ejemplo, el
plano {xy}. Todo este proceso puede darse, sin afectar negativamente los

resultados del analisis.

Entonces, para fines de analisis y disefio en el plano, las seis ecuaciones
escalares pueden ser reducidas a tres, asi:

L Fy+-=0; i Fy+1=0 vy
n M, +0=0
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Para la aplicacion de los sistemas de fuerzas descritos arriba, se requiere de la
frecuente aplicacion de la Tercera Ley de Newton o Ley de Accién y Reaccidn.
Esta aplicacion se ejecuta para todos los cuerpos en reposo (equilibrio
estatico), en otras palabras, para cada fuerza actuante: accion, se obtiene una
respuesta que se llama reaccion, de igual magnitud, pero de sentido contrario.
Pero siempre debe tenerse en cuenta, las condiciones para el equilibrio
estatico las clases de estructuras que estudiaremos en este capitulo
(armaduras y bastidores) son planas.

Para poder identificar completamente una fuerza determinada, se hace
necesario determinar las siguientes tres caracteristicas esenciales:

Magnitud
Direccion y
Sentido

Estas tres caracteristicas, son facilmente identificables, para las fuerzas
externas aplicadas a la estructura, pero no sucede lo mismo, con las reacciones
de los apoyos o vinculos de las que siempre se conoce el punto de aplicacién;
y en algunos casos particulares, se puede llegar a conocer su direccion. Es por
ello, que se hace necesario, descomponer cada reaccion independientemente
de su direccion en sus dos componentes: horizontal y vertical. Este proceso es
conveniente para evitar el calculo de la direccion de la reaccién en cuestion;
que no deja de ser una tarea muy complicada.

Si una estructura se encuentra en equilibrio estdtico. Entonces, cada una de
sus partes integrantes también lo estard (o sea, si el todo estd en equilibrio,
entonces cada una de las partes también lo estard). Dicho de otro modo, si las
ecuaciones de la Estdtica son aplicables a la estructura completa, también
deben ser aplicables de igual modo, a todas y cada una de sus partes, sin
importar que tan grande o pequefia sea la estructura primitiva.

De esta manera, es posible elaborar un diagrama de cuerpo libre (DCL) de
cualquiera de las partes integrantes de la estructura original y evidentemente,
se puede aplicar las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio
estdtico de la parte de la estructura en consideracién. El llamado DCL, que un
dibujo o esquema debe contener son: todas las fuerzas externas aplicadas, las
reacciones de los apoyos, asi como, las fuerzas internas que se ejercen sobre
los componentes de la estructura.

a) Armaduras o cerchas

Hasta aqui, hemos presentado los conceptos bdsicos de una armadura. Ahora
para una mejor ilustracién de una armadura empecemos mostrando el modelo
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de armadura o cercha mas sencillo que podemos presentar en el mundo real,
como lo muestra la figura 3.1.

F l P

oO— BO

AN TTT17777

111110

11

Figura 3.1 Modelo de armadura
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Método de los nodos

El método de los nodos para el andlisis estructural de una armadura, se apoya
en las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio estatico, de todos
y cada uno de los nodos de la armadura. Para ello, se requiere de la exacta
elaboracién del DCL del nodo; y de la buena aplicacion de las dos ecuaciones
escalares que establecen el equilibrio estatico del nodo. Asi:

YF,+-=0 y LF,+1=0

Las dos ecuaciones arriba expresadas se aplican a cada nodo de la armadura;
y de esta manera, se pueden determinar las fuerzas desconocidas que acttian
sobre el nodo. Para ilustrar lo expresado anteriormente, observemos el
esquema de la figura 3.2 que proponemos a continuacién:

Diagrama de cuerpo libre (DCL) del nodo B:

F3

Figura.3.2 Fuerzas sobre el nodo de la armadura
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.
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Condiciones para el equilibrio estdtico:

YE +-=0
F,+F,=0
XE +1=0

FZ_F3+F1y:0

Al analizar las dos ecuaciones escalares anteriores, podemos evidenciar que
para determinar la magnitud y sentido de cualquier fuerza (horizontales o
verticales), que actiia sobre un nodo, no deben existir mas de dos fuerzas
desconocidas (fuerzas incégnitas) en el nodo, ya que solo se dispone de dos
ecuaciones.

Para aplicar el método de los nodos, a una armadura determinada debe
primeramente dibujarse el DCL del nodo respectivo; y asi mismo, repetir el
mismo procedimiento, para cada nodo de la armadura o cercha.

No obstante, es importante, tener presente, que una vez adquirida la
experiencia en la aplicacion del método el estudiante, podra intuir los DCL de
algunos nodos particulares; y visualizar con facilidad las magnitudes y los
sentidos de las fuerzas horizontales y verticales que intervienen en el nodo.
Lo clave en la aplicacién del método, es que se debe resolver, nodo por nodo;
sin considerar las fuerzas en los nodos vecinos. A manera de ilustracion,
considérese el siguiente ejemplo ilustrativo:

Problema Ilustrativo 1

Determinar la fuerza axial, sobre cada una de las barras de la figura 3.3,
aplicando el método de los nodos

B

O

\?

3 pies

<« E—
/
(@]

3 pies

'//

|
/L LIl 1111 ]
o

5 Pies 5 Pies

2Kip

v
A
Y

Figura.3.3 ilustracion problema ilustrativo 1
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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La figura 3.4, muestra el DCL de Bastidor Completo:

By XB
% By

3 pies

i

3 pies
i Ax
“*F)/ A .
5 Pies %L. 2Kip
P
v

Figura.3.4 Diagrama de cuerpo libre problema ilustrativo 1
Fuente: Pinto. Gomez. Ariza.2019.

[/

>-<V

NL LSS L L] ]

Calculo de las reacciones
2F,+1=0
B, — 2 Kip =0

Por lo tanto,

B, =2Kip 1 ®
~6A,—10x2Kip=0 = A, =333Kip - ()

En consecuencia,
B, = 3.33Kip « 3)

El diagrama de cuerpo libre (DCL) Nodo D, se muestra en la figura 3.5:

FAD O D

2Kip

Figura. 3.5 Diagrama de cuerpo libre del nodo D
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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S E,+1=0
FCDy -2 Klp =0 = FCDy =2 Klp (4‘)

Por semejanza entre el tridngulo escalar de catetos 3 pies y 5 pies con el
triangulo de fuerzas se puede escribir la siguiente relacién:

Fop _ Fopy _2Kip o _ 2V/34 o (5)
- Cb — 4
3

V34 3 3
También,
2v/34

Fepx — Fep 3 2 .
= = =— = F = 2.33Ki
5 34 B4 3 CDx p

De la misma manera,
2F=0
—Fap —Fepx =0 = Fpp =2.33Kip (6)

La figura 3.6, muestra el DCL del Nodo B:

2 Kip

Bx= 3.33 Kip

Figura.3.6 Diagrama de cuerpo libre del nodo B
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

YF,+-=0

Por semejanza de los tridngulos escalar y de fuerzas:

Fecy _ 3-33Kip _ Fac (8)
3 5 V34
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FBCy =2Ki (9)

Fgc = 0.666v34 Kip  (T) (10)

Otra forma de realizar el calculo anterior,

11
Fpc = \/(FBCX)Z + (FBCy)2 an

Por lo tanto,
Fge =+/(333)2+ (2)2 = 3.88Kip (12)

Para calcular la fuerza sobre el miembro AB es posible escribir para el nodo b
la siguiente expresion

YF,+1=0

DCL Nodo B:
Fap — Fpey + 2Kip =0 (12)

Por lo tanto,

Fag — 2 Kip+ 2 Kip =0 (13)
FAB = 0 (14‘)
Resultados:

FAB == 0

FCD = 3.89(T)

Método de las secciones o de Ritter

Para el anadlisis de una armadura por el método de las secciones, se secciona
o corta la armadura en dos partes (seccién ficticia), de tal manera, que no se
corten mas de tres barras incégnitas (de fuerzas desconocidas). Luego, cada
parte resultante después del seccionamiento de la armadura se le aplica las
tres condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio estatico. Una vez
seleccionada la parte para analizar debemos incluir las fuerzas axiales que
actiian sobre cada elemento cortado por la seccién ficticia; y ademas deben
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incluirse sobre la parte seleccionada de la armadura todas las fuerzas
externamente aplicadas como también las reacciones de los apoyos.

Para la aplicacion de este método la estatica dispone de las siguientes tres
ecuaciones escalares:

YF+-=0
2F,+1=0
noM,+0=0

Bastidores o marcos

Los bastidores o entramados o marcos es una de las principales clases de
estructuras que se utilizan en la ingenieria estructural. Este tipo de estructura
proporciona una solucién practica, y una forma simple y econdmica, que
permite dar solucién a muchos problemas reales en el ejercicio de la
ingenieria. En especial cuando se trata de instalaciones industriales y
metalmecdnicas.

El bastidor es un sistema estructural que se caracteriza fundamentalmente
porque su pardmetro fundamental de disefio es la resistencia mecdnica.
Siendo por tanto, la rigidez un parametro de disefio secundario.

Como ya se ha dicho, los bastidores constituyen un tipo de estructuras en las
que por lo menos, uno de sus miembros estd sometido a fuerzas muiltiples
(mas de dos fuerzas). Las maquinas se diferencian de los bastidores, en que
las primeras poseen partes moviles (miembros mdviles); y que, ademds, estas
partes mdviles tienen la funcién de modificar las fuerzas. Los bastidores al
igual que las armaduras estan constituidos por miembros que deben satisfacer
las tres condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio estatico.

i=1 sz =0 @)
?=1 _ﬁY = G (b)
}1:1 F)Z = 9 (C)

A continuacidn, en las figuras 3.7, a la 3.10, muestran algunos modelos de
bastidores, para ilustrar mejor al lector.
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B E
[ 7o/ e\
H
\ 4
p
A F
w
1111111111111 TITTTTTTITTIIT]
Figura.3.7 Modelo de bastidor 1
Fuente: Mecanica. Ferdinand P. Beer and Johnstonl.2010
Dy
T By ﬁ Ey
D

R — I — > Dx

Figura.3.8 Modelo de bastidor 2
Fuente: Mecanica. Ferdinand P. Beer and Johnstonl.2010

NN N

Figura.3.9 Modelo de bastidor 3
Fuente: Mecanica. Ferdinand P. Beer and Johnstonl.2010
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Bx Bx Bx

C Cx
T o
Ay
Cy
Figura.3.10 Modelo de bastidor 4
Fuente: Mecanica Ferdinand P. Beer and Johnstonl.2010

Problema Ilustrativo 1

El bastidor de la figura soporta un peso de 40 lbs, tal y como se muestra en el
grafico 3.11 que se muestra a continuacion. Se determina el diagrama de
cuerpo (DCL) del miembro ABCD y la barra CEG.

T<t

R
) [ 1
1S
AT Y8
¢ \L 40lbs
w

/"A

11111111

| | & |
! I !

Figura.3.11 Bastidor problema ilustrativo 1

Fuente: Mecanica. Ferdinand P. Beer and Johnstonl.2010
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Solucion:

A continuacién, procedemos con el cdlculo de las reacciones de los vinculos
externos de la estructura completa (bastidor). Para ello elaboramos el
diagrama de cuerpo libre (DCL) del bastidor completo en la figura 3.12:

DCL del bastidor completo:

Dx

40lbs

Ay ‘L 8” } 8” }

Figura. 3.12 Diagrama de cuerpo libre bastidor problema 1
Fuente: Pinto, Gomez y Ariza 2019

Célculo de las Reacciones:

nF,4T=0
A, —401lbs =0

A, =401lbs 1 (1)
2iziMp+U=0
~18A,—40x 16 =0

A, =35.61bs — (2)
Dy = 35.6lbs « 3)

Ahora procedemos a elaborar el DCL del miembro ABCD, figura 3.13 y luego,
aplicamos las condiciones, para el equilibrio estatico de éste elemento. A tal
efecto, empezaremos calculando el momento del sistema de fuerzas que actiia
sobre el miembro en cuestion, respecto de la articulacion B.
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2?21 MB +0=0
12%x35.6 —40%x9—-6C,+356%x6=0
Cy =46.81lbs « 4)

Resultante, pero esta vez, se calcula respecto, del centro de momentos A, asi:
356 x18-40x15—-46.8%x 12+ 6B, =0
By, = 86.6 lbs « (5)

Volvemos a calcular el momento;

O | 36lbrs
D
@ > 40Ibrs
Cy T
o c » Cx
By /I\
Ok
B
35. Lbrs
O A

T 40lbr

Figura.3.13 Diagrama de cuerpo libre del miembro ABCD
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

DCL del miembro BE y luego, aplicamos las condiciones, para el equilibrio
estatico de éste elemento, figura 3.14. Empezaremos calculando el momento

del sistema de fuerzas que actia sobre el miembro BE, respecto de la
articulacién E.

n Mg +0=0

En consecuencia,

86.6X6+8xB,=0

B, = 64.95 lbs 1 (6)
Y,
E, = 86.6lbs < (7)
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Ex

By 6"
h —

86.6 Ibs

BJ, g Ey

Figura.3.14 Equilibrio estatico elemento BE
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Y por lo tanto, podemos concluir que la fuerza By que actia sobre el elemento

ABCD tiene sentido hacia abajo, o sea, que en el miembro ABCD la fuerza
presenta un valor negativo dado su sentido:

By = 64.95Ibs |

Entonces, si A, = 40 lbs Ty ademas; B, = 64.95 lbs | Podemos entonces
concluir, que C, tiene un valor cuya magnitud y sentido es el se indica
matematicamente abajo,

Cy = 24.95 Ibs 1 (8)

Después de haber realizado el andlisis de todas las fuerzas que actian sobre
el miembro ABCD podemos elaborar un nuevo DCL del elemento, como se
muestra en la figura 3.15:

Nuevo DCL del miembro del bastidor ABCD:

Olp
<«<— Dx=35,61lbs
. S T=40lbs
Cy= 24,95 lbs
C
O| —————>x=4681bs
By= 64,95 lbs
B Bx= 86,6 Ibs
O[&——>==
Ax=35.6 Ibs
S |lo|A
/[y= 40lbs

Figura.3.15 Diagrama de cuerpo libre de todas las fuerzas en ABCD
Fuente: Pinto, Gbmez, Ariza.2019.
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Problema Ilustrativo 2
Dado el bastidor de la figura 3.16 que se muestra a continuacion. Determinar:
a) Hallar una expresion general, para las reacciones de los apoyos y para la

articulacion en B

b) Dados los valores:P =112KNyQ =140 KN Se pide calcular las
reacciones de los apoyos y de la articulaciéon del bastidor mostrado.

c) Si cambiamos los valores de las cargas externas P =140KNyQ =
112 KN. Hallar el DCL de cada uno de los miembros del bastidor.

3m 3m

111111111111
CX 14m

N

Figura.3.16 Figura de Bastidor del problema ilustrativo 2.
Fuente: Mecénica Ferdinand Beer and Johnston 2010

Solucién:

Seguidamente, procedemos con el cdlculo de las reacciones de los apoyos
externos (dos articulaciones externas) tiene la estructura completa. Para ello,
elaboramos el diagrama de cuerpo libre (DCL) de la barra AB, en la figura
3.17.
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By
5m P

Bx

Ax

8m

Ay |

3m

By

6m

Figura.3.17 Diagrama de cuerpo libre barra AB

Fuente: Mecanica Ferdinand Beer and Johnston 2010

a) Hallar una expresién general, para las reacciones de los apoyos y para las

fuerzas en la articulacion interna B.

DCL de la estructura completa:

—14A, + 1.4A, + 9P +3Q =0

La figura 3.18 muestra el DCL del miembro AB:

S5m

8m

3,2m

C
Ax A
Ay

Bx

Figura.3.18. Diagrama de cuerpo libre miembro AB
Fuente: Mecanica Ferdinand Beer and Johnston 2010

?=1 MB+L5 = 0
—8A, +3.2A, +3P =0

De la Ecuacidn (2) se desprende que,
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8A, — 3P €))
A =—Y =
X 3.2
Sustituyendo la Ecuacién (3) en la Ecuacion (1), resulta:
8A, — 3P (4)
—14A, +1.4—2——+9P+3Q =0
y + 37 + + 3Q
—14A, + 3.5A, — 1.313P + 9P +3Q = 0 (5)
Por lo tanto,
7.687 3Q . _ 6
Ay=22P+ =% 1=107321P +02857Q T (6

Pero también,

A,—P=B, (7
Sustituyendo, (6) en (7), queda:

By = —0.2679P + 0.2857Q | (8)

Reemplazando, (6) en (3), resulta:

8 (o5 P +10) ~ 3 ®
A, = 32 = 1.83P + 0.71Q — 0.9375P
O en forma equivalente,
A, = 0.8925P + 0.71Q - (10)
Yt Fx+-=0
O sea, que:
A,—B,=0 (11)

O también,
B, = 0.8925P + 0.71Q « (12)

Retomando el DCL de la estructura completa, podemos establecer la condicién
necesaria para el equilibrio estatico del bastidor, debida a la accidon de todas
las fuerzas horizontales que acttian sobre él, asi:

it  Fx+—=10
A, —Ci=0 (13)
De donde se desprende que,
C, = 0.8925P + 0.71Q « (14)

También, de forma andloga podemos escribir el equilibrio de las fuerzas
verticales externas y las respectivas reacciones de los apoyos, obteniéndose,
las siguientes ecuaciones escalares:
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iz Fy+1=0
Por lo tanto, podemos escribir:

Ayj—P-Q+C, =0 (15)
Sustituyendo la Ecuacién (6) en la Ecuacion escalar (15) y despejando C, de
la expresion resultante, obtiene la reaccién vertical en el apoyo C:

Cy, = —0.7321P — 0.2857Q + P + Q (16)
O en forma equivalente,

Cy = 0.2679P +0.7143 1T 17
Resultados (a) de las expresiones generales:

A, = 0.8925P + 0.71425Q —

A, =0.7321P + 0.2857Q T

By = 0.8925P 4 0.71425Q «

By, = —0.2679P + 0.2857Q l

C, = 0.8925P + 0.71Q «

Cy, = 0.2679P +0.7143Q 1

La figura 3.19 muestra el nuevo DCL correspondiente a la parte (a):

Q
Bx 3
< %m
B L T
_ C 2
Bx
6m TCV

Figura.3.19 Nuevo diagrama de cuerpo libre parte (a)
Fuente: Mecénica Ferdinand Beer and Johnston 2010

Resultados (a):
A, = 0.8925P + 0.71425Q -
Ay, = 0.7321P + 0.2857Q T
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By = 0.8925P + 0.71425Q «
By = —0.2679P + 0.2857Q |
Cx = 0.8925P + 0.71Q «

Cy, =0.2679P +0.7143Q 1

b) Dados los valores:P =112KNyQ = 140KN Se pide calcular las
reacciones de los apoyos y de la articulacion del bastidor mostrado en la
figura 3.20. Para ello vamos a elaborar un nuevo DCL con el sistema de
cargas externas propuesto; y luego, procederemos nuevamente a
determinar las fuerzas internas y las reacciones de los apoyos en el caso
particular propuesto.

Lo importante en este caso, es que conocemos las cargas externas que actian
sobre el bastidor.

Datos:
P = 112 KN Carga externa que actia sobre el miembro AB.
Q = 140 KN Carga externa que soporta el elemento BC.

DCL de la estructura completa:

P=112KkN Q=140KN
3m 3m

(@]

Cx

Ax 14m

/[ 8m 6m

Ay\ﬁ

Figura.3.20 Bastidor con cargas externas
Fuente: Mecénica Ferdinand Beer and Johnston 2010
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Reacciones en la articulacidén externa A:

D Mc+0=0
—14A, + 1.4A, +9x112+3 X140 =0 (a)
DCL miembro AB:

D Mg+0=0
32A,—8A, +3x112=0 (b)
A, = % = 2.5A, — 105KN ©

' c

Sustituyendo, (c) en la Ecuacién (a):
—14Ay + 1.4(2.5A, — 105) + 1008 + 420 (d)
Ay =122KN 1 (e)
Simplificando, Reemplazando la Ecuacion escalar (e) en (c), resulta:
A, =200KN - ®
En consecuencia, podemos deducir también que:
By = 200KN  « (8

E igualmente,
B,=10KN | ()

Reacciones en la articulaciéon externa c¢: DCL del miembro estructura
completa:

ie1 Fy +1=10
En general,
Ay,—P—Q+C, =0 )
Por lo tanto,
C, =—122KN+ 112KN + 140 KN = 130 KN T 6))

De la misma manera,

L, Fy+-=0
A, —Cy=0 (k)
En consecuencia,

C, =200KN « o))
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En general, para mantener el equilibrio estatico del bastidor, bajo las
condiciones de cargas externas aplicadas, o sea, el sistema de cargas a la que
estd sometida la estructura debe satisfacerse el DCL que se presenta a
continuacioén en la figura 3.21, que incluye, ademas, de las magnitudes de las
reacciones que son la respuesta de los vinculos. El DCL, muestra también el
verdadero sentido de las componentes de las fuerzas-reacciones, de los apoyos
encargados de llevar las cargas aplicadas a tierra.

DLC definitivo (b):

P=112KN Q=140KN
3m 3m

1,8 m
C
Cx=200 KN
Ax=200KN Cy
14m
A
8m 6m
Ay=122 KNr

Figura.3.21 Diagrama de cuerpo libre definitivo del Bastidor
Fuente: Mecanica Ferdinand Beer and Johnston 2010

Resultados (b):

A, =122KN T

A, =200KN -
B, =10KN |
B, =200KN  «
C, =130KN T

y
C, =200KN «

c)Dados los valores: P = 140 KNy Q = 112 KN como la nueva condicién de
cargas externas aplicadas sobre el bastidor. Se pide hallar, el DCL de cada uno
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de los miembros del bastidor; y calcular las reacciones de los apoyos y de la
articulacién interna del bastidor mostrado. Para ello, vamos a construir un
nuevo DCL con el nuevo sistema de cargas externas propuesto; y, por ultimo,
procederemos nuevamente a determinar las fuerzas internas y las reacciones
de los apoyos en el caso particular propuesto.

Datos:
P =140 KN Carga externa que acttia sobre el miembro AB.
Q = 112 KN Carga externa que soporta el elemento BC

La figura 3.22, muestra el DCL de la estructura completa:

P=112KN Q=140KN
3m 3m

B
1,8m
Cx
C
A Cy T
Ax 14m
_—
v
/[ 8m 6m
Ay T
Figura.3.22 Estructura completa de un Bastidor
Fuente: Mecénica Ferdinand Beer and Johnston
Reacciones en la articulacién externa A:
{lzl Mc+(.§= 0
—14Ay +14A,+9%x140+3x112=0 (m)
DCL miembro AB:
}lzl MB +U0=0
3.2A, — 8Ay +3x%x140=0 (n)
8A, — 420

= = 2.5A, — 131.25 KN
X y
3.2 (0)

Sustituyendo, (n) en la Ecuacién (1):
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—14Ay + 1.4(2.5A, — 131.25) + 1260 + 336 ()
Simplificando,

A, =1345KN T (@
Reemplazando la Ecuacién escalar (p) en (n), resulta:

A, =205KN - (r)
En consecuencia, podemos deducir también que:

B, = 205 KN « (s)

E igualmente,
B,=55KN 1 ®

Reacciones en la Articulacién Externa C:

DCL del miembro estructura completa:

iz Fy+1=0

En general,

Ay—P-Q+C, =0 (w)
Por lo tanto,

Cy = —134.5KN + 140 KN + 112 KN = 117.5 KN T )

De la misma manera,

A,—C, =0 (w)
En consecuencia,
C, =205KN « %)

Como es necesario mantener el equilibrio estatico del bastidor, bajo las nuevas
condiciones de cargas externas aplicadas, o sea, que el nuevo sistema de
cargas a la que esta sometido el bastidor, debe satisfacerse en el DCL que se
presenta a continuacién, que incluye las magnitudes de las reacciones, como
la respuesta de los vinculos o apoyos. El DCL, muestra también, el sentido de
las componentes de las fuerzas-reacciones, de los apoyos encargados de llevar
el sistema de fuerzas aplicadas a tierra.

La figura 3.23 muestra el DCL definitivo (b):
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1,8m
C Cx= 205 KN
[0}
Ax=205KN Cy=117.5KN

14m

5 v

A
8m 6m
Ay=134.5 KN F

Figura.3.23 Diagrama de cuerpo libre definitivo de un bastidor
Fuente: Mecanica Ferdinand Beer and Johnston

Resultados (c):

Ay = 134.5KN T

Ay =205KN -

By = 5.5KN T

By = 205 KN «

Cy, = 117.5KN T
Cy, =205KN «

Problema Ilustrativo 3

Para el bastidor y sistema de cargas aplicadas mostrados en la figura 3.24. Se
pide determinar las componentes de todas las fueras que actian:

a) En el miembro BEH.
b) En la barra DABC.

¢) Mostrar el DCL de la estructura completa.
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A B [ [ ¢
O O OEIZKN
0.5m
D E F
@ O O)l—
0.5m
H
Qe O
i /L 77777
| 0.6m 0.2m_| 0.4m |
| | |
Figura.3.24 Bastidor y sistema de cargas aplicadas
Fuente: Mecéanica Ferdinand Beer and Johnston 2010
Solucioén:

Condiciones para el equilibrio estdtico
L Fy+-=0
i1 Fy+1=0
LM, ,+0=0
La figura 3.25 muestra el DCL del Bastidor Completo

]

O OHlZKN

0.5m
E F

v O| ‘O O H 6KN

Gx OG W\

H
0.6m I 0.2m 0.4m ‘

: ‘

A
- >

Gy

A

3

Figura.3.25 Diagrama de cuerpo libre del bastidor completo
Fuente: Mecénica Ferdinand Beer and Johnston 2010
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Calculo de Reacciones:
n Mg +0=0
0.6H, —1x12KN—- 05X 6 KN =0
Hy=25KN 1
ie1 Fy +1=0
Gy+25KN=0 = Gy, =25KN !

a) DCL del BEH, se muestra en la figura 3.26

By

B
B[O —

E Ey
EX l
@)

H

Hy=25KN
l 0.2m

Figura.3.26 Diagrama de cuerpo libre del elemento BEH.
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Z?:l MB +0= 0
—0.2%x 25KN—-0.5E, =0

Por lo tanto,

E,=10KN -
Z?lex +-=0
10KN+By, =0

En consecuencia,
By =10KN «

a) Nuevo DCL del BEH, se muestra en la figura 3.27 siguiente
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TBy= 13.75KN

T Bx=10 10KN
8 |O—>

l Ey=11.25 KN

EX=10KN
ot+—

H

Q

T Hy=25KN
‘ 0.2 m‘

Figura.3.27 Nuevo diagrama de cuerpo libre del elemento BEH.

Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

b) Resultados Miembro BEH

B, = 13.75KN |

B, =10KN «

E, =11.25KN 1T

Ex=10KN -

DCL de la Barra DABC, se observa en la figura 3.28

Bx=10KN

Y
v

Figura.3.28 Diagrama de cuerpo libre barra DABC.
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.

Z?=1 MD +0= 0
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0.8B, —0.5xX 10KN—-0.5x12=0
Por lo tanto,

By, = 13.75 KN T

ie1 Fy +7=10

En consecuencia,

—Dy, + 13.75KN =0

Por lo tanto,

Dy, =13.75KN |
Y, ademas,

D, = 10KN «

a) Nuevo DCL de la Barra DA, se muestra en la figura 3.29

By=13.75KN
B C
A 12KN
o —0 o
0.5m Bx= 10KN
Dx=10Kri ‘ b
«—O
0.8m | 0.4m
Dy=13.75KN | '

Figura.3.29 Nuevo diagrama de cuerpo libre de la barra DA.
Fuente: Pinto, Gmez, Ariza.2019.

b) Resultados DCL Barra DABC
B, = 13.75KN 1
B,=10KN -

D, =13.75KN |

D, =10KN «

a) DCL de la Barra DEF, se puede ver en la figura 3.30:

| 84 |

(8)

)

(10)

(11)



MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS:
ESTATICA VECTORIAL - TOMO II

Ey
5 B C
Y 6KN

o
18KN Dx

Dx=10KN

25KN

Figura.3.30 Diagrama de cuerpo libre de la barra DEF.
Fuente: Pinto, Gbmez, Ariza.2019.

b) Nuevo DCL de la Barra DEF, se observa en la figura 3.31:

Ey=11.25KN
b Dy=13.75KN B ¢ 6KN
O —» <« 0©° o >
Dx=22KN
18KN Ex=10KN
-
G
25KN
Figura.3.31 Nuevo diagrama de cuerpo libre de la barra DEF.
Fuente: Pinto, Gimez, Ariza.2019.
2{1:1 MG +L5: 0
—0.5D,+05%x10—-05%x6+0.8%x11.25=0 (12)
D, =22KN - (13)

¢) Resultados DCL Barra DEF
D, = 13.75KN )

D, =22KN -

E, =11.25KN 1

E, = 10KN «
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Seguidamente, vamos a elaborar el DCL del bastidor completo en la figura
3.32, para mostrar las fuerzas que acttiian en cada miembro de la estructura
completa. Cabe destacar que para lograr este objetivo se aplicé en forma
reiterada, la Tercera Ley de Newton o Ley de Accién Reaccidn.

Los resultados obtenidos, y que se muestran a continuacion, le muestran al
lector el analisis estructural del bastidor; e igualmente se puede apreciar en
el DCL que se cumplen plenamente las condiciones para el equilibrio estdtico
de la estructura.

DCL del bastidor completo:

8 x By=13.75KN
OA C
T —————*o o}—» 12kN
b Bx= 10KN
0.5m
By= 13.75KN
Dx=10KNY | O
P Al
Dy=13.75KNl 5 (o Bx=10 KN
Ey=11.25KN
E EX=10KN
Ey=11.25KN
Dy= 13.75KN c OF—
D
o — «0 o |_>6KN
Dx=22KN Ex=10KN
18KN
H
25KN| G O

I Hy= 25KN

Figura.3.32 Bastidor completo.
Fuente: Pinto, Gbmez, Ariza.2019.
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