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Resumen 
 
Se desarrolló un modelo matemático a partir de la ecuación general de dispersión y se comparó con tres 
modelos tradicionales. Para obtener los datos experimentales se realizaron ensayos hidráulicos utilizando 
litio como trazador agregado de forma puntual en el influente de un Reactor Anaerobio de Flujo 
Ascendente de 518 litros, alimentado con agua residual de la ciudad de Maracaibo-Venezuela a tiempos 
de retención hidráulico teórico de 10, 8, 5 y 4 horas. Se tomó muestras en el efluente y al final del lecho y 
manto de lodo. Los mejores ajustes se lograron con el modelo propuesto con desviación media absoluta 
entre 5 y 33% y desviación media relativa entre -1,7 y -18%. En todos los casos, el número de dispersión 
fue mayor a 0.01 indicando que no existió flujo pistón en el reactor.  
 
Palabras clave: dispersión axial; modelo; trazador; inyección puntual; reactor de flujo ascendente  

 
Axial Dispersion Model for Continuous Flow Systems 
Adjusted Boundary Conditions 
 
Abstract 
 
In this study a mathematical model was developed from a general dispersion equation, which was 
compared with three traditional models. Tracer tests were carried injected lithium as a pulse at the reactor 
influent. Several samples were collected in an Upflow Anaerobic Sludge Bed reactor o 518 liters to obtain 
the experimental data. The reactor was feeding from municipal wastewater of Maracaibo city, Venezuela. 
Several theoretical retention times were evaluated between 4, 5, 8 and 10 hours. Samples were taken at 
the final effluent and at the end of the sludge blanket and bed level. Best fits were obtained with the 
proposed model giving absolute mean deviation between 5.0 and 33% and relative mean deviation 
between -1.7 and -18%. In most of the studies the dispersion number was lower than 0.01 concluding that 
plug flow did not exist in the reactor. 
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INTRODUCCIÓN 
 
Ha sido tradicional el uso los modelos unidimensionales propuesto por Levenspiel (Levenspiel, 1999) para 
determinar la dispersión y con ella interpretar la distribución de los tiempos de residencia y los patrones de 
flujo en sistemas hidráulicos, con mucha aplicación en el área de la ingeniería sanitaria, ingeniería ambiental 
y ciencias afines, normalmente su aplicación se hace desde dos condiciones extremas: flujo pistón, para 
pequeña dispersión (PD), asignando un número de dispersión d<0,01 e infinito para dispersiones grande 
conocido como mezcla completa (Lara et al.,  2000; Arroyave et al., 2005, De Carvalho, 2008). Para el caso 
de mezcla completa o gran dispersión se usan las condiciones de recipiente abierto (GDra) y recipiente 
cerrado (GDrc). En este grupo de modelos tradicionales, se incluye el de tanques en serie (TS) (Martin, 
2000).  
 
La condición de recipiente abierto se logra cuando no existe alteración del flujo en los contornos, también 
llamado borde o frontera (entrada y salida), para la cual se publicó en los años 50 una solución analítica 
(Levenspiel y Smith, 1957). Las condiciones de recipiente cerrado se logran cuando existe perturbación del 
flujo en el contorno (Levenspiel, 1999), esta situación es bastante aproximada en muchos reactores reales e 
incluso en aquellos que presentan baja dispersión (Martin, 2000). Se afirmó que no existe solución analítica 
para estas condicione de borde y solo se presentan ecuaciones para estimar la dispersión a través de la 
media y la varianza (Levenspiel 1999). Por otro lado, un análisis de las condiciones de borde fue realizado 
para reactores de flujo continuo pero las fronteras solo se consideraron en términos de longitud finita e 
infinita (Wehner y Wilhelm, 1956), no contemplando la condición inicial y de borde de acuerdo a la inyección 
y recolección del trazador. Desde los años 70 se dio un importante avance que explica las condiciones de 
borde en reactores considerando el punto de inyección y recolección del trazador, aunque en este aspecto 
solo se reporte una ecuación adimensional para flujo pistón (Wen y Fan, 1975). 
 
El modelo de TS describe el flujo considerando una cadena hipotética de reactores de tanques continuos 
agitados, cuando el número de tanques (N) es igual 1 representa dispersión infinita (Martin, 2000). Este 
modelo tiene el inconveniente que N debería ser entero, además el valor de N ha sido relacionado con el 
número de Peclet (Pe) o número de dispersión (d) a través de la varianza, esto equivale a suponer que el 
modelo de tanques en serie y recipiente cerrado son equivalentes; pero se ha observado gráficamente que 
un valor de N=1 difiere significativamente de N=2 (Martin, 2000). Por otro lado, considerando que el modelo 
TS es igual al modelo GDrc, se desarrolló una ecuación siguiendo el proceso de una reacción arbitraria y 
expandiendo la ecuación de dispersión en la serie de Taylor (Elgeti, 1996), pero según el análisis gráfico 
para una varianza equivalente a N=2 y d=0,391, las DTR son diferentes y el modelo GDrc exhibe un mayor 
pico que el modelo TS, esto significa que los dos modelos son de tendencia similar pero no iguales (Martin, 
2000).  
 
Una ecuación empírica fue propuesta para determinar el número de dispersión en lagunas de estabilización 
en función de sus dimensiones, tiempo de retención hidráulico y la viscosidad cinemática sin considerar las 
condiciones de borde (Polprasert y Bhattarai, 1985). Todos estos modelos (cerrado, abierto, tanque en 
serie) son adimensionales en su naturaleza y consecuentemente no describen el comportamiento del flujo 
dentro del reactor. Históricamente la interpretación de la distribución de los tiempos de residencia DTR se 
ha dado de manera superficial, frecuentemente esta interpretación ha sido limitada a determinar la media y 
la varianza de los datos sin considerar las bondades de ajuste de los modelos. Cuando la dispersión es 
grande la media es mucho mayor que 1, lo que demuestra su sensibilidad originando diferencias en la 
estimación (Devore, 2001; Martin, 2000).  
 
Los sistemas hidráulicos usados para tratar las aguas residuales buscan mejorar la eficiencia cada día hasta 
poder reutilizarla (Passarini et al., 2012), la dispersión es un factor importante en este aspecto debido a la 
necesidad de tener un contacto íntimo entre los microorganismos y el sustrato. Dentro de estos sistemas se 
encuentran los RAFA conocido como UASB por sus siglas en inglés (Upflow Anaerobic Sludge Blanket) que 
es un reactor multifase (líquido-sólido-gas) y por consiguiente, el comportamiento global de la dispersión es 
el resultado de interacciones físicas interdependientes, propiedades del flujo, segregación de partículas y 
advección (Peña et al., 2006). El comportamiento hidrodinámico de reactores de flujo continuo puede 
evaluarse siguiendo el método experimental estímulo-respuesta, inyectando un trazador inerte de 
concentración conocida en el afluente (Rocha et al., 2000).  
 
Por las consideraciones anteriores, se hizo necesario desarrollar la ecuación general de dispersión 
considerando las condiciones iniciales y de borde de acuerdo a la inyección y recolección del trazador, 
aplicado, que en nuestro diseño experimental se usó la inyección puntal (delta de Dirac) en el afluente con 
recolección en el efluente y en un punto intermedio del reactor, de esta manera la ecuación permite 
determinar la dispersión del flujo como parámetro de ajuste del modelo, lo que brinda confiabilidad en el 
resultado. 



Modelo de Dispersión Axial para Sistemas de Flujo Continuo Ajustado a                                                 Pérez 

Información Tecnológica – Vol. 27 Nº 1 2016    171 

MATERIALES Y MÉTODOS 
 
La investigación se llevó a cabo en un RAFA (UASB) de 518 L (88,4 cm de ancho; 118,4 cm de largo y 55 
cm de alto), diseñado como un modelo físico de un prototipo existente en Ginebra, Valle del Cauca-
Colombia (Pérez y Aldana, 2013) construido en plástico transparente de 8 mm. El montaje del experimento 
se realizó en las instalaciones del Centro de Investigaciones del Agua (CIA) de la Universidad del Zulia-
Venezuela. Para su arranque se inocularon 105 litros de lodo (20% v/v), 62 L proveniente de una cervecería 
local y 43 L de una laguna facultativa. Para control y funcionamiento del reactor, se midieron los siguientes 
parámetros físico-químicos: Temperatura, pH, alcalinidad, demanda química de oxígeno (DQO), producción 
de biogás, contenido de metano, de acuerdo a lo establecido en el estándar métodos (APHA et al., 2005).  
 
Los ensayos hidráulicos se realizaron a tiempos de to de: 10, 8, 5 y 4 horas, con 3 entradas alineadas en el 
fondo del reactor, luego se modificó el sistema para funcionar a to de 5 horas con 5, 7, 9, 11, 13 y 15 
entradas. Se inyectaron de forma instantánea 250 ml de una solución de LiCl con una concentración de 
5000 mgLi+/L (C0=2,5 mg/L), con la ayuda de una bomba peristáltica (marca Cole Parmer modelo 7553-80 
de 1-100 rpm) e inmediatamente se inició la recolección en el efluente (Inyección y recolección en flujo-IRF) 
y al final del lecho y manto de lodo (LML) que corresponde a inyección en flujo y recolección en el fluido 
residente (IFRFR) (Ver figura 1). El Li+ fue seleccionado en ensayos a escala de laboratorio como mejor 
trazador comparando con Cl- y la rodamina WT (Perez et al., 2010). La recolección del trazador se hizo por 
un periodo mínimo de 4to, siendo recomendada una duración mínima de 3to (CEPIS, 2004). Las mediciones 
de Li+ se realizaron en un espectrofotómetro de absorción atómica (marca Perkin Elmer, modelo 3110, 
método de llama gas aire-acetileno a 670,80 nm) con un límite de detección mínimo de 0,01 mg/L. Las 
muestras fueron preservadas con ácido nítrico, mantenidas en refrigeración y digestadas antes de su 
medición (APHA et al., 2005). 

 
Fig. 1: Puntos de inyección y recolección del trazador que ilustran las  
condiciones iniciales y de borde para el desarrollo del modelo matemático 

 
Los datos experimentales de la curva de DTR fueron transformados de forma adimensional para poder 
compararlos con los modelos tradicionales de pequeña dispersión (PD), GDra y TS (Levenspiel, 1999) de 
acuerdo a las ecuaciones 1, 2 y 3 respectivamente y el modelo propuesto. 
 

Eθ =
1

2√πd
e
[−
(1−θ)2

4d
]
 

(1) 

 

Eθ =
1

2√πθd
e
[−
(1−θ)2

4θd
]
 

(2) 

 

Eθ =
N(Nθ)N−1

(N − 1)!
e−Nθ 

(3) 

 
Donde: Eθ= función de distribución de salida del trazador (adimensional), θ= tiempo de toma de muestra 
adimensional, e= base del logaritmo natural =2,718… (adimensional), N= número de tanques en serie 
(adimensional). Para el desarrollo del modelo se aplicó transformada de Laplace a la ecuación general de 
dispersión (Holley, 1969, Kreft y Zuber, 1978) considerando la condición inicial (señal de pulso o 
instantánea) y dos condiciones de borde de acuerdo al punto de recolección del trazador. 
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DESARROLLO DEL MODELO DE DISPERSIÓN 
 
Retomando el planteamiento presentado en la metodología, se presenta el desarrollo del modelo de 
dispersión para una inyección tipo pulso o instantánea y dos puntos de recolección del trazador. 

Solución de la ecuación de dispersión: Inyección y recolección en flujo (IRF) 
 
 

Ecuación en Derivadas Parciales EDP: 
∂C

∂t
= D 

∂2C

∂x2
 −v

∂C

∂x
 con dominio: {

t > 0
0 < x < H

} (4) 

 

Condición inicial: C(x, 0) = 0 para 0  x  H Condiciones de borde {
C(0, t) =

M

Q
δ(t)

lim
x→+∞

C(x, t) = 0
}   para t ≥ 0  

Donde: C= concentración del trazador (mg/L) en el tiempo t, x = longitud o altura entre el punto de inyección 

y recolección del trazador (m), t= tiempo transcurrido después de la inyección (min), D= coeficiente de 
dispersión axial (m2/min), M= masa del trazador inyectada (mg), Q= caudal entrante al reactor, H=altura total 

del reactor, δ(t)= función delta de Dirac, v= velocidad ascendente del fluido (m/min) 

Aplicando transformada de Laplace a ambos lados de la EDP del problema de borde de la ecuación 4 
tenemos: 
 

ℒ {
∂C

∂t
} = ℒ {D

∂2C

∂x2
− v

∂C

∂x
},  

 

Aplicando las propiedades se obtiene:  sC̅ − C(x, 0)= D
∂2C̅

∂x2
− v

∂C̅

∂x
, 

 

Donde  ℒ{C(x, t)} = C̅(x, s); Sustituyendo la condición inicial, C(x,0) = 0, y reordenando términos se obtiene: 
 

D
∂2C̅

∂x2
− v

∂C̅

∂x
− sC̅ = 0 

(5) 

Aplicando transformada de Laplace sobre la primera condición de borde se obtiene: ℒ{C(0, t)} = ℒ {
M

Q
δ(t)} 

 
Como M y Q son constantes y ℒ{δ(t)} = 1, la condición transformada queda como: 
 

C̅(0, s) =  
M

Q
 

(6) 

Considerando a s como si fuera un parámetro “temporalmente”, la ecuación diferencial parcial 5 se puede 
reescribir como una ecuación diferencial ordinaria (EDO). La condición 6 se puede reescribir con respecto a 
x, esto permite plantear el problema de contorno con EDO dado por la ecuación 7. 
 

EDO: D d
2
C̅

dx
2 −v

dC̅

dx
− sC̅ = 0 

(7) 

 

Condiciones de borde: {
C̅(0) =

M

Q

lim
x→+∞

C̅(x) = 0
}  

 
 

La ecuación característica asociada a la EDO del problema 7 es: Dm2 − vm − s = 0, Resolviendo la  
ecuación característica, aplicando las condiciones de borde, y resolviendo en el plano de las transformadas 
s de Laplace, se obtiene la siguiente ecuación (ya presentada por: Kreft y Zuber, 1978) 
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C(x, t) =
M

Q

x

√4πDt3
e [−

(x − vt)2

4Dt

 

] 
 
(8) 

La ecuación 8 fue rescrita y usada para interpretar curvas de DTR en sistemas de flujo continuo, tal como se 
muestra en la ecuación 9 (Werner et al., 1997)  
 

C(x, t) =
M

V

1

√4π
D
vx
(
t
t
)̅
3   
e [−

(1 −
t
to
)
2

4
Dt
vxt̅

 

] 

 
 
(9) 

 
Donde: V= volumen del reactor (L), t ̅= tempo de retención hidráulico experimental (min). 
 
Recordando que d = D vx⁄    y θ = t t̅⁄  = tiempo de retención hidráulico adimensional, la ecuación 9 es similar 
a la presentada para una inyección instantánea sin publicar su desarrollo ni las condiciones de borde 
(Levenspiel y Smith, 1957). Luego se especificó que aplica para gran dispersión con recipiente abierto, lo 
que es adecuado debido a que no hay perturbación del flujo (Levenspiel, 1972), pero con una diferentica en 

el valor de θ del radical, el cual fue presentado de forma lineal (ver ecuación 2), debiendo ser θ3. En 1999, la 
ecuación 9 fue presentada omitiendo el valor de θ en el radical (Levenspiel, 1999), la cual fue usada para 
ajustar datos experimentales de la DTR en RAFA (De Carvalho, 2006; Gupta y Bansal, 2010).  
 
Solución de la ecuación de dispersión: inyección en el flujo y recolección en el fluido residente (IFRFR). 
Tomando la ecuación 4, se definen la nueva condición de borde como se muestra e la ecuación 10. 
 

Condiciones de borde: {
C(0, t) = −

D

v

∂C(x,t)

∂x
|
x=o+

=
M

Q
δ(t

lim
x→+∞

C(x, t) = 0
}   para t ≥ 0 

 
(10) 

 
Aplicando transformada de Laplace a ambos lados de la EDP de la ecuación de contorno de la ecuación 10 
tenemos: 
 

ℒ {
∂C

∂t
} = ℒ {D

∂2C

∂x2
− v

∂C

∂x
},  

 
Aplicando las propiedades se obtiene: 
 

  sC̅ − C(x, 0)= D
∂2C̅

∂x2
− v

∂C̅

∂x
,  donde: ℒ{C(x, t)} = C̅(x, s); 

 
Sustituyendo la condición inicial, C(x,0) = 0, y reordenando términos se obtiene:  
 

D
∂2C̅

∂x2
− 𝑣

∂C̅

∂x
− 𝑠C̅ = 0 

 
(11) 

 
Aplicando transformada de Laplace sobre la primera condición de borde se obtiene: 
 

ℒ {C(0, t) −
D

v

∂C(x, t)

∂x
|
x=0+

} = ℒ {
M

Q
δ(t)} 

 
Como M y Q son constantes y ℒ{𝛿(t)} = 1, la condición transformada queda como: 
 

C̅(0, 𝑠) −
𝐷

𝑣

𝜕𝐶̅(0, 𝑠)

𝜕𝑥
=
M

Q
 

(12) 

Al aplicar transformada de Laplace a la segunda condición de borde: lim
𝑥→+∞

𝐶̅(𝑥, 𝑠) = 0 (13) 

Considerando a s como si fuera un parámetro “temporalmente”, la ecuación diferencial parcial 11 se puede 
reescribir como una ecuación diferencial ordinaria (EDO). Las condiciones (12) y (13) también se pueden 
reescribir con respecto a x.  Esto permite plantear el problema de contorno con EDO dado por (14). 
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EDO: D d
2
C̅

dx
2 −𝑣

dC̅

dx
− sC̅ = 0 

(14) 

C̅(0) −
D

v
C̅′(0) =

M

Q
 , Condiciones de borde:{

C̅(0) −
D

v
C̅′(0) =

M

Q

lim
x→+∞

C̅(x) = 0
} 

 

La ecuación característica asociada a la EDO del problema 14 es: Dm2 − vm − s = 0,  
 
Al resolver la ecuación característica, las condiciones de borde en forma similar a lo mostrado para el caso 
anterior, la solución del problema de borde con EDO 14 es: 
 

 C̅(x) =
2vM

Q(v+√v2+4Ds)
e
(
v−√v2+4Ds

2D
)x

         (15) 

 
Dejando de considerar s como parámetro:  
 

C̅(x, s) =
2vM

Q(v + √v2 + 4Ds)
e
(
v−√v2+4Ds

2D
)x

 

(16) 

 
Aplicando transformada inversa de Laplace y teniendo en cuenta la linealidad de la transformada se obtiene:  
 

C(x, t) =
vM

Q

(

 
 e−

(x2−2vxt+v2t2)
4Dt

√πDt
−
v

2D
e
vx
D erfc (

vt + x

2√Dt
)

)

 
 

 

Factorizando el numerador del exponente del primer término, se obtiene:  
 

C(x, t) =
vM
Q
(

2

√4πDt
e−

(x−vt)2

4Dt −
v
2D
e
vx
D erfc (

vt + x

√4Dt
)) 

(17) 

 

La ecuación 17 es igual a la citada por Kreft y Zuber, 1978 para esta condición de borde y coincide con la de 
recipiente cerrado (alteración de flujo debido a la toma de muestra del trazador a su paso por el reactor, 
donde se afirmó que no existía una solución analítica (Levenspiel, 1999).  
 
RESULTADOS Y DISCUSIÓN 
 
Inoculación y funcionamiento del reactor. Después de inoculado el reactor se dejó por carga durante 7 días 
alcanzando una eficiencia de remoción del 70% en términos de la DQO al sexto día. La temperatura 
ambiente promedio fue de 29,63±2,22 °C siendo inferior a las del afluente (33,93±1,39 °C) y efluente 
(31,62±1,83 °C). El pH del afluente (7,19±0,19 y 7,26±0,18) fue ligeramente superior al efluente (6,92±0,13 y 
6,90±0,18), en ambos casos permaneció cerca del rango de la neutralidad, el cual es recomendado para un 
buen desarrollo de la digestión anaerobia (Satoto, 2009). La alcalinidad del sistema fue de 236±33,64 
mgCaCO3/L, suficiente para mantener la estabilidad en el pH.  
 
La eficiencia de remoción de la carga orgánica, en términos de DQO, permaneció casi constante (cercana al 
30%) cuando el reactor funcionó con 3 entradas, y se incrementó hasta un máximo de 62,49% y 62,22% 
para la DQO total y DQO soluble respectivamente, cuando se modificó el número de entradas. La 
producción de biogás varió desde 0,165 a 0,456 m3biogás/kgDQO, con un promedio de 0,280 
m3biogás/kgDQO, resultado similar a los obtenidos a escala real (Peña et al., 2006) de 0,341 a 0,434 
m3biogás/kgDQO removida. El porcentaje de metano varió entre 49,4% y 88,92% con un promedio de 
72,32%; estos resultados son similares a los encontrados a escala de laboratorio (Bermúdez et al., 2003).  
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Ajuste de los datos experimentales a los modelos de dispersión tradicionales 
 

Para determinar las bondades de ajustes de los modelos tradicionales y propuesto, se determinó la 
desviación media absoluta (DMA%), desviación absoluta máxima que se indica en paréntesis, y la 
desviación media relativa (DMR%) como medidas del error entre los datos calculados y experimentales 
(Valderrama y Alvarez, 2005), así como también la sumatoria de los errores al cuadrado (SSE) y raíz del 
error cuadrático medio (RMSE) usada como bondad de ajuste en la DTR (Zeng et al., 2005; Abou y Azizi, 
2015). En la Tabla 1 se presentan las bondades de ajustes de los modelos tradicionales para cada uno de 
los tiempos de retención y condiciones estudiadas. Como es normal, la curva de DTR presentó valores de 
0,0 al inicio y final, en estos casos no es posible determinar la desviación de los errores.  
 

Como se observa, no existe un buen ajuste a los datos experimentales, los errores más bajos se obtuvieron 
con el modelo de TS, pero como se puede observar la DMA y DMR son elevados. Se resalta la importancia 
de la estimación de los errores ya que la SSE y la RMSE no dan una clara evidencia del verdadero ajuste. 
Se observó la limitación del modelo de TS cuando N resulta menor o igual a 1 (Martin, 2000) para el caso de 
to de 8 horas para la zona intermedia del reactor. El modelo TS sólo contempla como parámetro el valor de 
N, lo que hace necesario calcular el valor del número de dispersión a través de la varianza para condición 
de recipiente cerrado (Lara et al., 2000; Gómez 2006; Sánchez y Cardona, 2009) o con el modelo GRra 
(Arroyave et al., 2005), que no obedecen al modelo de mayor ajuste ni a las condiciones de borde definidas 
en los ensayos hidráulicos. La literatura reporta resultados contradictorios con dispersión menor para el 
modelo de GDra que el de PD, (De Carlvalho, 2006) o se reporta el número de dispersión asumiendo 
condiciones de borde para recipiente cerrado y los datos se ajustan mejor al modelo de TS (Peña et al., 
2006), sin garantizar las condiciones de borde de acuerdo a la inyección y recolección del trazador 
 

También se han obtenido buenos ajuste de los datos de DTR con el modelo de Gauss pero el número de 
dispersión se hace a través de la varianza (Abou y Azizi, 2015), por otro lado el modelo de TS ha 
presentado buenos ajustes de manera parcial (Chen et al., 2015), esto se debe a la cola alargada que 
describe la curva de DTR. Si no se consideran las condiciones de borde adecuadas podemos llegar a 
resultados diferentes tal como ocurrió en un reactor a escala de laboratorio cuando se tomaron condiciones 
de GDra dadas por Levenspiel, 1999 (Lou et al., 2006), obteniendo mayores valores de dispersión al definir 
condiciones de borde adecuadas (Zeng et al., 2005), del mismo modo que se observó en un estudio a 
escala real (Avella, 2001; Peña et al., 2006), lo anterior indica que si no encontramos la dispersión del flujo 
como parámetro de ajuste del modelo podemos llegar a resultados y conclusiones diferentes, es por ello 
que esta investigación tiene un gran aporte al estudio del tipo de flujo presente en un reactor a través de un 
modelo de dispersión axial en un sistema de tratamiento de agua residual en reactores de flujo continuo. 
 

Ajuste de los datos experimentales al modelo de dispersión propuesto 
 

Comparando los resultados de la Tabla 1 con la Tabla 2, se pudo observar que los mejores ajustes se 
lograron con el modelo propuesto para las dos condiciones de borde. Para la inyección y recolección en 
flujo (IRF) se obtuvieron 21,5%<DMA<32,7% y 2,2%<DMR<-18,0%, menores errores fueron encontrado 
para la inyección y recolección en el fluido residente (IRFR) con 5,0%<DMA<17,9% y -1,7%<DMR<2,7%, 
los altos valores de la desviación absoluta máxima obedecen al comportamiento gaussiano de la curva de 
distribución de los tiempos de residencia del trazador que al tener valores cercanos a cero (0,0) al inicio y al 
final, hace que un valor pequeño representa un error alto. El valor negativo de la DMR significa que el 
modelo subestimó los datos experimentales. A nivel general se lograron 0,0335<SSE<1,7701 y 
0,0198<RMSE<0,1609, e incluso la RMSE fue menor a los encontrados en un estudio de dispersión axial 
(0,037<RMSE<0,175) realizado a escala de laboratorio (Zeng et al., 2005) Los pequeños valores de SSE y 
RMSE indican un buen ajuste como se muestra en la Tabla 2, con un alto porcentaje de recuperación del 
trazado, lo que brinda confianza en los resultados. El modelo IRF fue utilizados para evaluar el 
comportamiento hidráulico en un reactor anaerobio de doble cámara (RADCA) obteniendo buenos 
resultados (Rincón et al., 2010). Para observar de forma visual los ajustes de los datos experimentales a los 
diferentes modelos, se presenta una de las 10 corridas realizadas, que corresponde a la curva DTR a un to 
de 8 horas (Ver figura 2), evidenciándose un mejor ajuste con la simulación del modelo propuesto (IRF).  
 

El número de dispersión obtenido en el efluente (comportamiento general del reactor) fue 0,2911<d<0,5193 
cuando el reactor funcionó con 3 entradas, valores ligeramente mayores fueron obtenidos cuando se 
realizaron las modificaciones en las entradas (0,3369 <d<0,7285), el incremento se debió a la mejora de la 
distribución del afluente. Revisando los valores de dispersión obtenidos en varios estudios, se pudo 
observar que la dispersión del flujo es menor para configuraciones cilíndricas con diámetros delgados ya 
que se impone un régimen de flujo pistón, pero los reactores a escala real conservan por lo general una 
forma rectangular o cuadrada, como fue el caso de esta investigación, de esta manera encontramos valores 
a escala de laboratorio en reactores cilíndricos con número de dispersión (d) menores a  0,078 <d< 0,2115 
(Zeng et al., 2005, Ren et al., 2008) y aún menores en columnas tubulares con d< 0,05 (Abou y Azizi, 2015) 
y d< 0,0052 (Bittante et al., 2014). 
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Tabla 2: Dispersión y ajuste de los datos experimentales al modelo propuesto 

to (h) Entradas % d D (m2/h) DMA(%) DMR(%) SSE RMSE 

Efluente en operación con 3 entradas (IRF) 

10 3 98,7 0,2911 8,662E-03 21,5(100) -18,0 0,0345 0,0198 

8 3 101,7 0,3828 1,379E-02 24.6(99.4) -17,2 0,0645 0,0279 

5 3 92,3 0,4209 2,439E-02 25,0(100) -13,0 1,2090 0,1229 

4 3 95,4 0,5193 4,540E-02 32,7(147) 5,2 1,1940 0,1279 

Zona del lecho y manto de lodo operación con 3 entradas (IFRFR) 

8 3 98,9 1,3736 4,177E-02 11.6(64,3) -2.5 0,3614 0,0668 

5 3 97,4 1,3711 1,010E-01 17,9(100) -1.7 1,6342 0,1609 

4 3 87,7 1,3879 1,741E-01 5,0(41,9) 2.7 0,4061 0,0797 

Efluente con modificaciones (IRF) 

5 5 100,7 0,3369 1,952E-02 26,2(87,7) -3,8 0,4338 0,0741 

5 7 93,0 0,4429 2,537E-02 27,2(143) -5,6 0,2634 0,0570 

5 9 91,1 0,4211 2,598E-02 22,9(100) -7,9 0,6521 0,0903 

5 11 98,1 0,4431 2,995E-02 26,8(99) 4,3 0,2826 0,0598 

5 13 96,8 0,7285 4,049E-02 26,0(177) 2,2 1,2800 0,1265 

5 15 91,8 0,6680 4,599E-02 28,5(100) -15,0 1,0740 0,1166 

 

 

Fig. 2: Ajuste de los datos experimentales a los modelos de dispersión a to de 8 horas. 

 
Como se puede observar en la Tabla 2, la dispersión obtenida en la zona de lecho y manto de lodo (parte 
inferior del reactor) fue mayor que en el efluente, registrando valores de 1,3711<d<1,3879, lo que es de 
esperarse por la distribución uniforme del flujo en el fondo del reactor y además en esta zona ocurre  la 
degradación de la materia orgánica generándose una turbulencia por la producción de biogás. tal como se 
reportó en un lecho fluidizado (Kim y Kim, 1983), en un RAFA a escala real (Peña et al., 2006) y a escala de 
laboratorio (Morgan et al., 1997). Por lo anterior se puede concluir que en la zona del lecho y manto de lodo, 
el reactor describió un comportamiento de mezcla completa y a nivel general registró flujo disperso .al igual 
que varias investigaciones (Heertjes y Van der Meer, 1978; Bolle, 1986; Avella, 2001; Zeng et al., 2005; Ren 
et al., 2008). Cuando se evalúa el patrón de flujo se determinan sus fracciones: pistón, mezclada y zonas 
muertas (Ren et al., 2008), el cual fue determinado en esta investigación, pero no es objeto de ésta 
publicación. 
 

De manera semejante a otros estudios (Avella, 2001; Zeng et al., 2005; Lou et al., 2006; Ren et al., 2008 y 
Ji et al., 2014), la dispersión del flujo es proporcional a la velocidad ascensional (diminución del tiempo de 
retención), lo que se debe al incrementos en el grado de coalición de las partículas suspendidas y el lodo 
que genera mayor producción de biogás (Ren et al., 2008), pero no se debe llegar a velocidades muy alta 
porque podría aumentar la fuerza de corte hidráulico disminuyendo la sedimentación de las partículas y 
consecuentemente deteriora la eficiencia de remoción (Mahmoud et al., 2003).  
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CONCLUSIONES 
 
De los argumentos presentados en los antecedentes, la discusión de los resultados  expuestos en el 
artículo, se obtienen las siguientes conclusiones principales: 
 
i) En todos los casos, el número de dispersión (d) obtenido es superior a 0,01, razón por la cual se puede 
afirmar que no ocurrió pequeña dispersión, pues el mezclado originado por la velocidad de entrada y el 
biogás generaron un buen mezclado en el reactor. 
 
ii) El modelo propuesto para la inyección y recolección en flujo (IRF) e inyección en flujo y recolección en el 
fluido residente (IFRFR), presentó un buen ajuste a los datos experimentales de concentración del trazador, 
contrario a lo ocurrido con los modelo tradicionalmente usado. 
 
iii) Existe una solución analítica para la condición de borde denominada recipiente cerrado que equivale al 
modelo IFRFR 
 
iv) El coeficiente de dispersión se incrementó de forma proporcional con la velocidad ascensional tanto en la 
zona del lecho y manto de lodo como en el efluente. 
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