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Prélogo

En el campo de la Mecanica vectorial, resulta complejo descubrir un texto que
integre las relaciones entre las proposiciones relacionadas con los cuerpos
fisicos estudiados y las caracteristicas asignadas a los modelos que estos
significan. No obstante, para el desarrollo del libro, nos propusimos de forma
responsable que el lector se pueda familiarizar con los modelos aqui
consignados; entendiendo como modelo, la representacion de un objeto.

Asimismo, ambicionamos establecer una discrepancia entre el documento
actual y los que se han publicado hasta el momento, en términos de la
organizaciéon por capitulos y la minuciosa selecciéon de temas y subtemas
correspondientes a cada uno.

Es asi como, el contenido de los capitulos del texto muestra de forma ilustrativa
diversos ejemplos que el estudiante tendrd como instrumento complementario
de estudio para afianzar su entendimiento de manera pormenorizada.

Los autores, para la escritura del libro, aunaron todo su esfuerzo para compartir
con los lectores la mejor de las publicaciones en esta area, alcanzando asi, un
buen nivel en la estructuracién del mismo.
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Introduccion

La Mecanica Vectorial, esta comprendida por la cinematica y la Dindmica; La
primera parte, comprometida de manera solidaria con el estudio de las leyes
que describen el movimiento de particulas y cuerpos rigidos, independiente de
las causas que producen este movimiento; llamese fuerzas o momentos. En
otras palabras, la cinematica estudia la geometria del movimiento sin las
consideraciones de su naturaleza fisica.

Cdémo segunda parte del texto, se incluye un concepto no menos relevante que
la Cinemadtica, representado por la Dindmica, como eje fundamental de la
Mecdanica vectorial, esta estudia el movimiento de los cuerpos en cualquier
instante y bajo la accidon de un sistema de fuerzas no equilibradas, las fuerzas
activas aplicadas, las reacciones de los vinculos impuestos y la fuerza de inercia.

En este orden de ideas, relacionamos los dos fundamentos claves al presente
libro “Mecdnica vectorial para ingenieros tomo II’, cuyo propoésito principal es
presentar a la comunidad académica una herramienta ttil que integre los
principios basicos de la mecanica vectorial, y que pueda representar en el lector
una herramienta tedrica-practica en la solucién eficaz de los problemas
ingenieriles. Para ello, los autores sumaron todos sus esfuerzos en la
descripcién clara y sencilla de cada uno de los temas y ejercicios
complementarios de los capitulos que contiene el libro, de tal manera que, al
estudiante, profesor y/o profesional de la Ingenieria se le facilite su
comprension.

El texto que presentamos, comprende seis capitulos; estructurados de manera
inicial con la definicién de conceptos claves de la cinemadtica y la dinamica,
elementales para los lectores en la resoluciéon de los problemas ilustrativos que
fueron minuciosamente seleccionados e incluidos en cada uno de ellos.

Es asi, cdmo los tres capitulos iniciales del libro abordan temas relacionados
con la Cinematica de la particula, cinematica de los sistemas de referencias
rigidos y del movimiento de dos cuerpos rigidos respectivamente,
complementados con los vectores de velocidad aceleraciéon de la particula,
relaciones de Poisson, demostraciones y problemas de aplicacién.

El capitulo 4, presenta los conceptos relevantes de la Dindmica de la particula,
los métodos, ecuaciones del movimiento y la fuerza resultante como funcién de
la posicién, la rapidez y el tiempo, entre otros conceptos.
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Finalmente, el capitulo 5 y 6, relacionan el movimiento rectilineo- fuerza
constante como funcién del tiempo y la posicién, el movimiento de sistemas
mecanicos donde la fuerza resultante es una funcién de posicién o de la
velocidad, las caracteristicas del movimiento armoénico simple, el periodo y la
amplitud del movimiento, con los que cierra los conceptos en el dltimo capitulo
de este texto.
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CAPITULO I

Cinemética de la particula

La Cinemdtica es aquella parte de la mecénica responsable de estudiar las leyes
que describen el movimiento de particulas y cuerpos rigidos, indepen-
dientemente de las causas que lo producen (fuerzas—-momentos). En otras
palabras, la cinemadtica estudia la geometria del movimiento sin conside-
raciones de naturaleza fisica.

Comenzaremos la cinematica con el estudio del movimiento de la particula. A
tal efecto, estableceremos los conceptos fundamentales de esta disciplina. La
Cinemdtica tiene como conceptos primitivos (indefinibles), el espacio y el
tiempo; y como axiomas (leyes o principios), los mismos de la geometria
euclidiana. La relacion espacio-tiempo (cuatro dimensiones) en el movimiento,
ocupa por completo a la Cinematica, no dando cabida dentro de su descripcién
a las Leyes de Newton, que se refieren permanentemente a la relacion fuerza—
masa; que es fundamental para el estudio del movimiento dentro de la
Dindmica.

Por conveniencia metodoldgica, vamos a dividir la descripcién del movimiento
en dos fases. La primera, sera la cinemadtica de la particula y la segunda, la
cinemadtica del cuerpo rigido. Esto es, debido a que el movimiento de un cuerpo,
estd determinado por el movimiento de sus particulas; y, en consecuencia, de
esta manera se podrd llegar a conocer el movimiento del cuerpo completo.

Con el fin de precisar el concepto de movimiento de una particula en el espacio
presentamos la siguiente definicion:

Se dice que una particula P estd animada de movimiento en el espacio
tridimensional cuando es posible establecer una funcién T, de tal manera que
en cualquier instante t se cumple siempre que el vector F(t) se puede expresar
matematicamente, a través de la ley:

r=1(t) (1.1)

Siendo el vector 7 = 7(t) el llamado vector de posicién de la particula P con
respecto al origen O de un sistema de referencia. Ver la Figura (1).
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X
Z

Figura 1. Trayectoria de la particula P
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Vector velocidad de la particula

Se define el vector velocidad de la particula P o sencillamente ‘velocidad de P’
al vector V(t), ligado a la particula P, que viene dado matemdticamente por la
expresion vectorial:

> dr (t
V() = d—i) (1.2)

En donde el vector ¥(t) representa el vector de posicién de la particula P con
respecto, al origen O fijo de coordenadas.

Vector aceleracién de la particula

En correspondencia con la definicién de velocidad expresada anteriormente,
podemos facilmente deducir, que a cada posicién de la particula en cuestion le
corresponde en general, un vector velocidad V(t). Por definicién, el vector
aceleracién de la particula en movimiento, se determina mediante la ecuacién
vectorial que se escribe a continuacion:

A = =0 (13)

Descripcién cartesiana del movimiento de la particula

Considérese que T es la trayectoria descrita por la particula P durante su
movimiento; y sea también, 7 su correspondiente vector de posicién en un
instante cualquiera medido desde el origen del sistema de referencia {oxyz} de
base ortonormal {i, 7, E}. En consecuencia, podriamos escribir vectorialmente la
siguiente representacion:
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t=xi+yj+zk (1.4)

En donde x = x(t),y = y(t),z = z(t), son respectivamente las proyecciones del
vector 7 sobre los distintos ejes coordenados.

a) Vector velocidad:

V=j—i=%(xi+yj+zf<) (1.5)
Vz%w%“%l? (1.6)
Ya que,

En adelante, la derivada de una variable, escalar o vectorial respecto del
tiempo, la denotaremos con el nombre de la variable y un punto encima de
esta, asi por ejemplo:

Por lo tanto, el vector velocidad bien puede reescribirse, asi.
v=xi+yl+z (1.8)
b) Vector aceleracidn:
Andlogamente, si aplicamos el empleo del punto para representar la derivada
respecto del tiempo, podemos igualmente reescribir el vector aceleracion de la

particula, asi:

a=X+yi+ i (1.9)

Con lo cual también podemos reescribir la velocidad y la aceleracién, asi:

V= vl + vyj + v,k (1.10)
Y también,

d=a,d+a,f+ask (1.11)
Igualmente,
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a=V,d+ v f+ v,k (1.12)

Como la aceleracién instantdnea de la particula P, estd determinada por la
primera derivada de la velocidad instantanea y la segunda derivada del vector
de posicion, respecto del tiempo, entonces podemos escribir:

= _ dfdx,  dx, dxp (1.13)
ap = dt{dtl Tt dtk}
Desarrollando la ecuacidn anterior y teniendo en cuenta,
a_d_dk_ (1.14)
dt — dt dt

Se tiene que:

L d%x d?¥y, d%z. (1.15)
ap = Fl + W] + o

En forma equivalente,

ap = X1+ yj + Zk (1.16)

O también,
3p = apr + apyj\ + apZR (1.17)
Descripcién intrinseca o absoluta del movimiento

En algunos tipos de movimiento curvilineo, muy especialmente en el
movimiento circular de una particula, las componentes normal y tangencial de
la velocidad y de la aceleracién, suelen proporcionar una descripcion mas til
del movimiento, que las coordenadas rectangulares.

La posicion de una particula en movimiento, que describe una curva cualquiera
se determina, cuando conocemos su trayectoria y ademas la distancia s = s(t),
medida entre un punto fijo de la curva y la posicién de la particula a esta
distancia es lo que llamamos coordenada curvilinea. Para una particula P con
trayectoria curvilineal'. Ver la figura 2 que se muestra a continuacion:

S=S(1)

P r

Figura 2. Movimiento curvilineo de la particula
Fuente: Pinto, Gdmez, Ariza.2019.
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Donde:

S(t): Coordenada curvilinea o coordenada Intrinseca
AP(t) = £(t): Vector de posicion de la particula P, respecto de la posicion A

En cada punto de la curva I es posible trazar una circunferencia tangente a la
misma. En consecuencia, el centro de la referida circunferencia tangente en
cada punto de la curva recibe el nombre de centro de curvatura y el radio de
dicha circunferencia tangente se denotara por p y se llama radio de curvatura.

En cada punto de la curva de la figura 3 se puede determinar una direccién
tangente y una direcciéon normal. En vista de esto, es posible definir en cada
punto de la curva una terna de vectores unitarios: {&, €,, &,}.

Figura 3. Direccién tangente y normal de la particula
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Siendo,

é,: Vector unitario tangente a la trayectoria. Este vector es positivo en el sentido
del recorrido de la curva.

é,: Vector unitario normal a la trayectoria. Este vector es positivo cuando
apunta al centro de curvatura correspondiente.

é,: Vector unitario binormal. El cual debe satisfacer la siguiente condicion.

e,~exe

é; é, , Definen el Plano osculador. El vector e estd siempre contenido en el
plano osculador.

Es evidente, que los vectores unitarios arriba descritos poseen derivada con
respecto al tiempo (son una funcién del tiempo), ya que su direccién, varia en
general en cada instante del movimiento.

Vector Velocidad de P

Considérese que la particula P se desplaza desde la posicion P; a la posiciéon P,
recorriendo la longitud de arco A en el tiempoA,. Por definicién, la rapidez
promedio sera:
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_ A4 1.18
= (1.18)

Ilustremos graficamente el proceso de movilidad de la particula, tal como lo
muestra la figura 4.

As

Figura.4 velocidad de la particula
Fuente: Pinto, Gdmez, Ariza.2019.

a) Velocidad instantanea

La magnitud de la velocidad instantdnea viene dada por:

én+ s, 6 + Ao, (1.19)

Expresando vectorialmente la ecuacion:
Vo = 82, (1.20)

La ecuacion vectorial escrita arriba representa el vector velocidad instantanea
de la particula P en forma intrinseca y la misma puede reescribirse asi:

Vo = Vpd, (1.21)

b) Aceleracion instantanea
Por Definicidn:

aVp (1.22)
dt

dp
Por lo tanto,

(1.23)

dp = = (58;) = S&, +5d %
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. de
Evaluacién de d—tt:

El 4ngulo formado por las tangentes en P; y P, es igual al dngulo entre los dos
radios de curvatura. Graficamente, Ver figura 5:

AB| Ag,
2
2
é, +A8,
Aén
(@ (b)

Figura 5 Aceleracion instantdnea
Fuente: Pinto. Gdmez, Ariza.2019.

Podemos observar que los vectores unitarios & y (e; + A8,) de la parte (b) de
la figura, forman un A isdsceles de magnitud igual a la unidad. Por lo tanto, el
cambio de é;, igual que é, es en su direcciéon y no en su magnitud. En
consecuencia,

A A N A6 A6
[Aé,| = Aé, =2 (et sin7> =2(1) sin7

Para AB muy pequefio se, tiene que:

. A8 AB
sin— = —
2 2

ne, =2(%)

Lo que implica que,

A&, = AB

También, como la derivada de un vector de magnitud constante es

perpendicular al vector (teorema), entonces podernos concluir, que S esun

vector perpendicular al vector unitario, é, y por lo tanto, tiene la misma
direccién del vector é,,.
En consecuencia, tenemos que:

L _ Jim 2 = jim 225, = La
dt ~ At»0 At At>0 At BT dt D
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Por lo tanto,

dé _d04 _ g (1.24)
dt  dcon T 0%,

Analogamente podemos demostrar que,

9n _ 43 1.25
dat 08 ( )

0: Debe expresarse en radianes por unidad de tiempo.

Negativa la derivada de d:—t“ porque la direccién de A€, en opuesta a la de
&, Reemplazando,

a = S, + Ség, (1.26)
También, segtn el esquema (a) al aproximarse A6 a cero, la longitud del arco

se hace igual a ds. Por lo tanto:

ds
do =~ =ds =pdo

(1.27)
Si dividimos por dt ambos miembros,
dS  do
TT! (1.28)
Por lo tanto,
V=2S§=pb (1.29)
De donde se obtiene que,
S =pb
S—v = pb (1.30)
g=3_V
PP

Reemplazando obtenemos finalmente, las siguientes expresiones para la
aceleracién de la particula p:
o S22

Sét + Fen

Sé, + pb?e, (1.31)

D)

P

dp
- an Vz A
ap = Se; +—¢€,
P
Resumiendo,
ap = apt + gpn (132)
Donde:

ap,: Es la componente tangencial de la aceleracién de la particula P.
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dpy: Es la componente normal de la aceleracién de la particula P.

Conclusion

En el movimiento curvilineo, debe cumplirse que:

- La velocidad tiene la magnitud S y su direccién es la de &,
- La aceleracion de la particula P tiene dos componentes:

e Componente tangencial ap, de magnitud § y con direccion igual a la de é,
- . A 2 VZ sz . .7
e Componente normaldp, de magnitud p6“ = S =5 ysu direccidn es la
misma que la del radio de curvatura, Esta componente se debe al cambio
de direccion de la velocidad.

Nétese que:
. 2 2
. S? " V? ’ .
dp = Sz + <F) = |S2 + <?> = [SZ + (pez)z

Movimiento Circular de una Particula

Considérese la particula P que describe una trayectoria circular de radio r, con
el origen de coordenadas en el centro O de la circunferencia. Si se considera el
arco AB =S es el tramo de la trayectoria recorrida por la particula. Ver la
figura (6).

Figura 6 Movimiento circular de P
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

De la figura 6 se obtiene que,

~
AB S
f=—=- =>S=r6
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Y, por consiguiente, la velocidad (rapidez) que es tangente a la circunferencia
estd determinada por,
_ds_ de

e e (1.33)

De la misma manera, las componentes de la aceleracion pueden ser calculadas,
asi:

\'%

_dv_ d?%8 (1.34)
A= Tae
Y
_vZ _rde)? (1.35)
an="=r(3)

También, la derivada del angulo 6 respecto del tiempo, se define como la
velocidad angular w. Por lo tanto,

de

(1)=a

Es bueno observar, que el angulo 6 define en forma unica el radio vector OB,
por lo que se dird que w es la velocidad angular del radio OB =r. En este
contexto no tiene sentido hablar de la velocidad angular de un punto, sino de
la velocidad angular del radio OB = r. De todo lo anterior se deduce que:

a) Velocidad:

v=r (1.36)
dt

b) Aceleracidn:

- 1.37
ac = 'y ( )
a, = rw? (1.38)

Problema ilustrativo 1

Una particula P se desplaza en linea recta con una aceleracion constante a,,
como lo muestra la figura 7. Sabiendo que en el instante t = t, la particula se
encuentra en un punto de abscisa x, y que su velocidad instantdnea en esa
posicién es de v,. Se pide determinar la ley del movimiento.
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" X

00
‘ Xo
\

Po
\
|

Figura 7. Movimiento en linea recta de la particula
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Es evidente, que la posicion de la particula P queda determinada mediante una
sola variable. En consecuencia, el movimiento es de la clase unidimensional.
Por lo tanto,

x = x(t)

Es claro, que los distintos pardmetros del movimiento se reducen a relaciones
que pueden expresarse mediante formulas que relacionan magnitudes
escalares. En efecto,

X=ay; y=0 y z=0
Dado que la aceleracién por definicién es la derivada de la velocidad con
respecto al tiempo, sus respectivas componentes pueden ser expresadas, asi:

dv dv dv
=d_tX=aO ; ay=—=0 ; a, = =0

ax

Integrando las expresiones anteriores, se obtiene:
vy=at+C; vy =Cy; y v, =05

Para determinar los valores de las constantes de integracion C;, C, y C5 se
establecen obviamente, las condiciones iniciales, para el instante t = t,, asi:

Vy = Vo; vy, =0; v, =0 (@)
X =Xp; y=0; z=10 (b)

Reemplazando en las ecuaciones (a):
V0=aot+C1; 0=C2, O=C3

Por lo tanto,
vy = ap(t—ty) + vy ; v, =0; v, =0

Para determinar la ecuacién del movimiento debemos tener en cuenta, que en
general:
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. dr
V=—

dt

Aplicando esta definicién para el movimiento unidimensional de la particula P
e integrando, queda:

1
X:an(t_t0)2+V0t+Bl; y:BZ y Z=B3

Utilizando el grupo de ecuaciones (b) determinadas por las condiciones
iniciales, se tiene que,

Xg = Voto + Bl; 0= Bz, 0= B3

Y, por ultimo,

1
x==ag(t—1ty)? + vyt —ty) + %,

2
y=0
z=0

Problema ilustrativo 2

El movimiento de una particula P se realiza sobre una circunferencia de radio
R. El movimiento se describe en forma intrinseca. Su abscisa curvilinea con
origen en A es:

S = Rt?
a) Se pide encontrar la velocidad y la aceleracién de la particula.

b) Calcular las componentes de la velocidad y de la aceleracién sobre los ejes
{Oxy} de la figura 8.

Figura 8. Movimiento de una particula sobre la circunferencia
Fuente: Pinto, Gémez. Ariza.2019.
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Soluciéon

La magnitud de la velocidad viene dada por:

v=%_ Rt €))
dt

Obviamente, la velocidad en el punto B es tangente a la trayectoria. Y las dos
componentes de la aceleracion vienen dadas por:

a) Componente tangencial

dv

=—=2R
dt

ag

b) Componente normal

v? 5
a, :F:L}Rt

Para encontrar las componentes segun los ejes, determinamos primeramente el
vector de posicién,

r=RcosOi+ Rsin0j

Pero,

S
0= R (expresando a 6 en radianes)

Por lo tanto,

SR SA+R S,
F=Rcospi sin ]
De donde,

Rt? Rt?

= Rcos—1+ Rsin—j = Rcost?1 + Rsint?]
R R
a) Velocidad

V =— = —2Rtsint?{+ 2Rtcos t?]
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b) Aceleracién

a = (—2Rsint? — 4Rt? cos t?)i + (2R cos t? — 4Rtsin t?)]

| 32|



CAPITULO II

Cinemética de los Sistemas de Referencias Rigidos

Hasta ahora, hemos estudiado con cierto nivel de detalles, el movimiento de
una particula P, medido desde un sistema de referencia fijo. Ahora, nos
disponemos a generalizar el estudio del movimiento de una particula en el
espacio tridimensional; y mds atiin abordaremos la mecanica conociendo otras
clases de movimiento en un contexto mas universal. Es decir, estudiaremos el
movimiento de una particula localizada en un sistema de coordenadas el cual,
también se mueve y que bautizaremos con el nombre de sistema relativo. Que
se mueve respecto de otro sistema de coordenadas, que, en adelante,
llamaremos: Sistema de coordenadas fijo o absoluto o inercial. Esta clase de
andlisis del movimiento resulta ser de gran interés ya que el mismo se describe
a través del rigor matematico.

Para dar comienzo a nuestra fascinante aventura en el mundo de la cinematica,
considérese un sistema de coordenadas ortonormal {oxyz} el cual tiene
asociada una terna de vectores unitarios {i,i, 1A<}, que por conveniencia lo
consideramos fijo. En consecuencia, en dicho sistema se satisface la siguiente
condicion:

d_d4_dk_g (2.1)

dt dt dt

Considérese también, otro sistema de coordenadas rigido {O,X,Y,Z} en
movimiento respecto de{oxyz}, al cual le corresponde la terna de vectores
unitarios {T, j, K} Este ultimo sistema es conocido como un sistema movil rigido
(indeformable).

Un sistema relativo (sistema de coordenadas maévil) {0, X,Y,Z} es una clase de
sistema de referencia, que se caracteriza porque durante su movimiento,
respecto al sistema de coordenadas fijo {oxyz} se satisfacen las siguientes
propiedades:
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Las tres expresiones arriba escritas son conocidas como las condiciones de
rigidez que debe satisfacer todo sistema de coordenadas movil o sistema
relativo.

Derivando las condiciones de rigidez de los sistemas de referencia relativo
respecto del parametro tiempo calculadas por un observador localizado en el
sistema de coordenadas absoluto o fijo {oxyz}.

R WL S (2.2)
L) =g+l =0

De donde se deduce que,

at s _ _jd_ @
t.]— I.dt—wZ

LR =2 R+1.%=0 (2.3)
dt V' dt’ " dt

dgo _j9K_ (b)
ac’ J e Wx

Igualmente,

4 )= 9K g 5 dK_ (2.4)
LKD) ="T0+12=0

dR 5 _ g dR _ (©)
dt'I_ T WYy

Es muy importante, tener en cuenta, que los pardmetros escalares w,, w, y w,
se pueden expresar en la forma:

we = we (D)5 wy = wy () w, = w,(0) 25)
Lo que se interpreta fisicamente como, que los pardmetros wy,w, y w, son
funciones escalares que dependen del tiempo.

Componentes rectangulares de los vectores: %,%,i—f en el Sistema de
Referencia Relativo {0,X,Y,Z}

Componentes rectangulares de los vectores-derivados:

a= G+ G+ (GO

R IEDINCEL: @

dR dR =)+ dR =)= dR 5\ &
a = (a1 (G I+ (G R)R
Recordemos, que existe un teorema, que expresa que la derivada de un vector

de magnitud constante, respecto de un pardmetro escalar, es siempre
perpendicular al vector. En consecuencia, podemos expresar los valores de
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algunos términos de las expresiones vectoriales de arriba, de la siguiente
manera:

ﬂj=§j=%ﬁ— 2.7)

Si sustituimos en estas expresiones los pardmetros escalares wy, w, y w, que
son funciones del tiempo, resulta:

I w,j—w,R

g—i = w,K — w,I (2.8)
Ko wyi-w]

Definicién

Se define el vector velocidad angular instantanea de un sistema de coordenadas
movil respecto del sistema de referencia {oxyz} (sistema de referencia: fijo o
inercial o absoluto) a la cantidad vectorial que se denota por W; y que se
determina matemdticamente por:

W = wyl + wyj + w,K (2.9)
Por otra parte, también tenemos que,

1=1 (2.10)

j.J=1

KK=1

Si ahora derivamos las expresiones anteriores respecto del parametro tiempo,
se obtiene:

Tan=29_,
dt(' )_dt' dt

Por lo tanto,

di . di .
Za.l =0 = E'I =0 (teorema)
Anélogamente,
%T =0 (teorema)
dK _
E'K =0 (teorema)
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Las ecuaciones anteriores nos demuestran, el teorema de la derivada de un
vector de magnitud constante, con respecto a cualquier pardmetro es
perpendicular al vector.

Derivada de un vector localizado en un sistema de coordenadas movil

A continuacién, nos proponemos calcular la derivada respecto del tiempo de
una funcién vectorial Q(t). Siendo (3 un vector localizado en el sistema movil
{0,X,Y,Z} con terna de vectores unitarios {T, J, K}, el cual se mueve, respecto al
sistema de referencia fijo {oxyz}.

Veamos la ilustracién grafica de la figura 9:

{0,XY,Z}

oxvz | {i1R}

X

Figura 9. Derivada de un Vector Localizado en un Sistema Relativo
Fuente: Pinto, Gdmez, Ariza. 2019.

La funcién vectorial Q = Q(t) se puede expresar en las coordenadas del sistema
relativo que son en general X,Y,Z. Por lo tanto podemos expresar que:

Q=xI+Y/+ZR (2.11)
Convencimiento: Las derivadas i—? y % son respectivamente, las derivadas
calculadas por un observador ubicado en el sistema fijo {oxyz} (i—?) y la
derivada respecto al tiempo, calculada por un observador localizado en el
sistema movil o sistema relativo {0,X,Y,Z} (Z—?).
En consecuencia, podemos escribir,

Q=xI+Y/+ZR (2.12)

Es evidente, que, para un observador ubicado en el sistema de coordenadas fijo
o inercial, se cumple que:

X=X®; Y=Y®; Z=2Z® (2.13)
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Como también,

I=iv; J=j®; K=K® (2.14)

Calculando la derivada respecto del tiempo, de la funcién vectorial 6 = a(t)
por un observador localizado en el sistema fijo, se obtiene,

dQ _ [y di dj dR dX: |, dY: | dZo (2.15)
= (K@) + () + (%) + (& + 3T+ %F)

Pero,

di - S

a - W T wK

J_ w.R i. 9K_ g 7 2.16
a—WxK—Wzl» E—ny—WX] ( )

Reemplazando, estas derivadas en la derivada absoluta de la funcién vectorial,
queda:

% = X(WZT — Wyk) + Y(WXK — WZT) + Z(Wyi — WXT) + (%T + %T + %K)
(2.17)
Escribiendo en forma matricial
I J K
X(w,] = wyK) + Y(WyK = w,I) + Z(wy T = wyf) = |w, w, w,
X Y Z

Reescribiendo la expresién de la derivada absoluta de la funcién vectorial,
resulta,

dq ! J dXs | dYs: | dZg (218)
T [Wx Wy W, +(EI+E]+EK)
X Y Z
O en forma equivalente, pero mas compacta,
dQ _ - &, (X3, dYs:  dZo (2.19)
at ><Q_l_(dtl_l_dtl_*_dtK)

Pero también, se tiene que, para un observador ubicado en el sistema movil
{0,X,Y,Z}, el segundo término del segundo miembro de la ecuacién puede

interpretarse como la derivada de la funcién vectorial Q = Q(t) con respecto al

) 29
tiempo, o sea =,

aq _ (d_X dve  dZo (2.20)
a dtI+ dt]+dtK)
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Por lo tanto, podemos concluir que si se tiene una funcién vectorial de la clase

Q = Q(v) localizada en una referencia mévil como la {0, X, Y, Z} girando a una
velocidad angular w alrededor del sistema de coordenadas fijo {oxyz}, entonces
podemos expresar que:

ad_— = a3 (2.21)
dt

aq . . = .
En donde, a—? representa la derivada relativa del vector Q(t) ubicada en el
sistema mévil rigido.

La expresion vectorial i—? es llamada la Ley Fundamental de la Cinemadtica, la
cual se constituye como una ley que revela muchas particularidades
interesantes. Es el caso, cuando este principio se utiliza para particularizar las
propiedades de la terna de vectores unitarios {T, J, R} de las que se obtienen las
relaciones de Poisson.

Relaciones de Poisson

Aplicando la Ley Fundamental de la Cinematica a cada uno de los vectores
{1.7,K} de la terna de vectores unitarios, se obtiene,

dI — ol
- = X i
dt wxI+ at
d _ — o+ 0]
= = X =
dt w ] + at
dR 5

- = X il
dt K+ a

Pero sabemos que,
ol _oj_oR_
ot dt ot

Ya que, todas las derivadas anteriores son nulas para un observador ubicado en

{0,X,Y,Z}.

De donde se desprenden las relaciones de Poisson:

dl - s &
E—WXI—WZ]—WyK
d — s -
—]=WX]=WXK—WZI
dt

iR — & R -
E—WXK—W},I—WX]
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Cinemadtica del movimiento relativo

Aqui consideraremos una también un sistema de coordenadas fijo absoluto o
inercial {oxyz}; y otro, sistema de referencia movil o relativo {0, X, Y, Z}, pero
ahora admitiremos que la particula P se puede mover con respecto al sistema
relativo. Ver la figura 10:

zZ A

Figura 10. Movimiento de la particula en un Sistema Relativo {0, X, Y, Z}
Fuente: Pinto, Gémez. Ariza.2019.

Este concepto puede aplicarse, a una particula P que se mueve con respecto a
un cuerpo, que, a su vez, se mueve respecto al sistema fijo {oxyz}. Esta clase de
aplicaciones son muy frecuentes en la ciencia moderna particularmente en el
caso de mecanismos.

A manera de ilustracién, mencionemos el flujo de fluido entre los alabes de una
turbina, como también, este concepto nos permite modelar el movimiento de
vaivén relativo de una biela en rotacidn. Igualmente, esta técnica nos permite
estudiar el movimiento de los vientos y océanos con respecto al planeta tierra
en rotacién. Estos ejemplos cientificos nos permiten ilustrar las distintas
aplicaciones cientificas de esta teoria.

Convendremos de llamar en adelante, al movimiento de P con respecto al
sistema {oxyz}, “movimiento absoluto de P”, de esta manera, podemos
caracterizar su movimiento, asi: ‘velocidad absoluta y aceleracion absoluta de
P’. Mientras que al movimiento de P respecto al sistema {O,X,Y,Z}, lo
designaremos como “movimiento relativo de P”.

Es asi, como un observador ligado o vinculado al sistema mévil {0, X, Y, Z}, bien
podria considerar que es el sistema fijo {oxyz} el que se encuentra en
movimiento respecto de él; y el mismo, en consecuencia, cambiaria el nombre
de los parametros aqui designados.
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a) Vector Velocidad Absoluta

El estudio del movimiento de la particula P, en los dos sistemas de coordenadas
puede empezar con el andlisis del vector de posicién absoluto T'p de la particula
P, para ello, observamos la figura anterior; y por lo tanto, podemos escribir la
siguiente expresion:

tp =fo+0Q (2.22)

Siendo, Tp el vector de posicién absoluto de la particula P (respecto a la

referencia {oxyz}); y ﬁp, es el vector de posicion relativo de la particula referido
al sistema de coordenadas {0, X, Y, Z}.

La funcién vectorial 6 = a(t) es una funcién del tiempo, cuyas coordenadas en
el sistema de referencia movil rigido son respectivamente X, Y, Z. Se tendra
entonces que, para un observador ubicado en el sistema de coordenadas
{0,X,Y,Z}. Por lo tanto, podemos expresar que,

Q=xi+Y/+ZK (2.23)

Sin embargo, aqui se nos muestra una diferencia fundamental, ya que, en este
caso, la particula P se mueve con respecto, a los ejes OX,0YyOZ. En
consecuencia, X,YyZ seran automaticamente, funciones del tiempo.
Adicionalmente, como antes, I,]y K son igualmente funciones del tiempo, ya
que el sistema de coordenadas {0,X,Y,Z} se estd moviendo con respecto al
sistema de referencia absoluto {oxyz}.

Siendo asi, procederemos a calcular la velocidad absoluta de la particula P, por
definicidn:

G, — ' _To , dQ (2.24)
P™ g ~ dt ' dt

O en forma equivalente,

(2.25)

=

Vp =Vo + (l—?

Ahora, es evidente que la derivada i—? merece un andlisis digno de
consideracién. Partiendo de la ecuacién vectorial, que determina la funcién
vectorial Q y aplicando la definicion de velocidad en general, tenemos que,

dqQ _
dt

di | ydl, AR dxg dvg  dzp (2.26)
th+Ydt+Zdt+dtI+dt]+dtK
Pero,

X=X(t); Y=Y@®); Z=2Z@®); I=1t); J=j®; K=K®
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Aplicando las relaciones de Poisson, queda la siguiente expresion vectorial:

d dy »

Nowxq+ (L1494 2g) (2.27)
Resulta conveniente ampliar aqui el marco de nuestra notacidn, de la siguiente
manera,

Z—?=%I+d—YT+dZA (2.28)

., Q. ‘o (.
Donde la notacion, d—? tiene como propdsito recordar al lector que este término

. =g . Vd .
se calcula derivando el vector Q con respecto, al sistema de coordenadas mévil,
{0,X,Y, Z}. Para este observador, los vectores unitarios son fijos. Por lo tanto,
la expresion vectorial anterior se transforma en,

dq
dt

—wxQ+ 2 (2.29)

Esta expresién serd valida, siempre que exista movimiento relativo. El vector

. 0q .. . T . .
relativo d—(tz tiene una interpretacién digna de ser considerada. Como se ha dicho

. . .7 . .7 . =g
anteriormente, representa la variacién del vector de posicién relativo Q, como
si los vectores unitarios [, ], K estuvieran fijos, esto es, representa la velocidad
que mediria un observador solidario (fijo), en el sistema relativo {0,X,Y,Z},

, , . (. 9Q . .
veria a la particula P. Por esta razén, el término d—? se llama velocidad relativa
v, de la particula. Esto es,

o _ 3 (2.30)

. . . dq
En consecuencia, podemos reescribir la derivada absoluta (d—?), como:

—

i?_WxQ+a—Q—Wx6+Vr (2.31)

Finalmente, podemos escribir la velocidad absoluta de la particula P, asi:
Vp=Vo+WXQ+V, (2.32)

Esta expresion vectorial es de gran importancia por su generalidad; y la misma,
puede ser interpretada de la siguiente manera: Ya hemos visto que, la velocidad
de una particula P ubicada en el sistema relativo movil rigido; y en reposo
respecto de este sistema es:

Vo +Wx Q=7 (2.33)
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En adelante, llamaremos a la velocidad Vv, “velocidad de transporte de la
particula”, por ser esta la velocidad que posee la particula P en el sistema
relativo o mévil, en el instante considerado. Pero dado que P se mueve a su vez
con respecto a tal sistema con una velocidad relativa v,. Es evidente que, que
la velocidad absoluta o total venga dada como la suma de la velocidad de
transporte mas la velocidad relativa, o sea:

Vp = ¥, + 7, (2.34)

De esta manera, hemos presentado el resultado final, en cuanto a la
composicién de las velocidades se refiere, de las leyes que rigen el movimiento
relativo de una particula.

Si analizamos en profundidad la ecuacién vectorial que se muestra a
continuacion:

dQ e aQ
qo wxQt

Se puede ver como un vector cuyas componentes sobre 1, ], K que varfan con el
tiempo, puede también ser derivado. Por ejemplo, sea el caso de la misma
velocidad relativa, que viene dada en general por:

0Q _ dXs , dYs dzZp 2.
V= =0+ T4+ (2.35)
dt
dX dy dz
En este caso, también — o 3V 3 son a su vez, funciones del tiempo; y asi

mismo, I,], K. Luego, podemos generalizar y escribir:

—

vl W XV, + 7t
Siendo,
oV, _ 0°Q _ 9% EXp  dV5 2o (2.37)

at a2 9z E dt2 wltw dt2

b) Vector Aceleracion Absoluta

El vector aceleracién absoluta de la particula P, se puede obtener aplicando la
definicién a partir de la derivada de la velocidad absoluta respecto del
parametro tiempo, asi:

Vector Velocidad Absoluta

de dVo
dt dt

_|_ dw >< G+w dQ 4 dvr (2.38)

3o =
P an dt
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Siendo, obviamente,

3o = d:_to (2.39)
Y

ol dw 4 -

oa=—_r (Vector acelracion angular del sistema {0, X, Y, Z})

La tltima expresion, recibe el nombre de aceleracién angular del sistema de

ros . dq dv
coordenadas mévil. En cuanto a las otras dos derivadas d—? y d—tr deben ser

también evaluadas ya que la particula se mueve respecto al sistema moévil o
relativo. Por consiguiente

dp=do+AXQ+Wx (Wx Q) + 2% x ¥, + 2= (2.40)

, . ov . .y .
En este resultado el término 6_tr recibe el nombre de aceleracion relativa de la
particula P

5 % (2.41)

. ov .z ; . .
Ya que 3, = a_tr es la aceleracion que tendria P para un observador solidario o

ligado al sistema de coordenadas {0, X, Y, Z}. Agrupando términos esta ecuacion
se puede reescribir
- S (2.42)
dp=dp+axQ+wx (WxQ)+2Wx7, +d,
Esta es la ecuacion vectorial completa de la aceleracion absoluta de la particula
P con respecto al sistema de referencia absoluto o inercial o fijo. Para su exacta
interpretacion se puede recurrir nuevamente, al método consistente separando
la componente de la aceleracién de transporte o arrastre. En efecto, si se
compara la ecuacidn vectorial anterior de la aceleraciéon absoluta, se observa
que se puede llamar aceleracién de transporte d, a la expresién vectorial:

d =3 +dxQ+wx (WxQ) (2.43)

Por otra parte, para un observador localizado en el sistema mévil {0,X,Y,Z},
esto es la aceleracion relativa, corresponde al término d, como ya se ha
expresado.

Queda pendiente interpretar un término 2w X V,, que se le conoce con el
nombre de aceleracién de Coriolis, o sea,

3c = 2W XV, (2.44)
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Aclarada la notaciéon completa, la aceleracién total o absoluta resulta ser, el
vector

ap = é)t + ac + Z_ir (24‘5)

Problema Ilustrativo 1

Una rueda de radio r; que tiene un rodete concéntrico de radio ry, es jalada
mediante un cordel, de tal manera, que el punto C mas bajo del rodete se mueve
con una velocidad v, y con una componente horizontal acy de la aceleracion.
Si en la posicién indicada, un mévil colocado sobre la rueda en D empieza a
moverse hacia el centro A con una velocidad v, constante, se pregunta por la
velocidad y aceleraciéon de dicho mévil. Ver figura 11

v

Uc

AcH
g}

To

TR

Figura 11. Velocidad y aceleracién de un mdvil
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Solucién
Determinacion del movimiento de A:

Velocidad:

O también

-

Vp = VCT + wK x rOT (2)

Para calcular la velocidad angular de la rueda, antes debemos determinar la
velocidad de B, que por ser un centro instantaneo de rotaciéon podemos aseverar
automadticamente, que es nula. Asi:

Vg =0= vel + wk x [—(r1 - ro)ﬂ (3)
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Por lo tanto,

vel + w(ry — 1)l = [ve + w(r, —1r)]i =6 (€3]
En consecuencia,

ve+w(r; —rg) =0 (5)

De donde se deduce,

e (6)
ry —rIyp

w=—

Reemplazando, (6) en la Ecuacion vectorial (2), resulta:

N Vel o
VA=VCI+I, C(; I (7)
1~ 1o

Por consiguiente,

VA:VC<1+ fo ) (8)

ry — Ty

Aceleracion:

Se sabe que la aceleracién de A tiene la misma direccién de 1 por tratarse de
una trayectoria lineal. Luego se tiene que,

apl =3¢ +d x CA+ W x (W x CA) 9

Por lo tanto, tenemos que:

aal = (acul + acy)) + aR X rof + wK x (WK X ro]) (10)

En forma equivalente,

apl = (acul + acy]) — argl — w?r,] (11

Igualando los coeficientes de las componentes del vector (11):

I: a;, =acy—ar (a)
J: 0=acy —wr (b)
La Ecuacién (a) nos permite calcular la aceleracién de A, una vez que se

conozca la aceleracién angular alfa (a). Mientras que la Ecuacién (b) nos
permite calcular la componente vertical (normal) de la aceleracion de A, asi:

Ve (©)

acy = w?rg = (1, — 19)2 o
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Para determinar la aceleracién angular alfa del sistema mévil rigido, recurrimos
al célculo de la aceleracion absoluta de B, pero teniendo en cuenta que B solo
tiene componente radial de la aceleracion. Por lo tanto,

O lo que es equivalente,

aBT = (aCHi + acvi) + ak x Dy — ro)j + WK(WK X (=1)(r; — ro)T) (13)
ag] = (acul + acy)) + alr; — r)l+w2(r; —ry)j (14)
Igualando los coeficientes de las componentes del vector (14):

I. ag+aly—r1.)=0 (d)

J: acy + w?(ry — o) (e)

De la Ecuacién (d), se obtiene,

_ __dcu ()
* (ry — o)

En consecuencia, de (a):

dcH )
dp = dcy +—-7r
(ry — o) 0

Por lo tanto,

r R
3A == aCH [1 + 9 ] I (15)
1 —Tp

Determinacion de los pardmetros cinemdticos del mévil en D:

Vp =V + WRXAD = vl +wRxr, 4+, (16)
Pero,

VA=VC(1+ >i+er+Vr

1'1 - I‘O

Y,

V. = —v,l

Reemplazando en (16)

- rO T VC T 17
R e B 7
1 0 1 0

ap = aa + aK x ry1 + wK x (WK X rli) + 2wk x v, + 3, (18)
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4] ] 'I* acy r ]\
- 1
rp =Ty (ry —ro)

ap = acy [1 + —w?ry 0+ 2wv,] (19)

O en forma equivalente,

R r R a R \% 2 \ . (20
aD=aCH[1+ 0 ]1—(r A ]—(r ¢ >r11+2—cvr] (20)
1

ry
rp —ryp 1 —To) — Ty rp —ryp
O sea,
. I, Y 2 ). \ a R 21
aDz{aCH[1+ 0 ]—( < ) r1}1+{2 < Ve — cH rl}] @D
rp —ryp rp —Tp rp =TIy (r; — o)

O también,

N Iy \L6 o { Ve AcH }A
= 1 - I 2 -
o {aCH [ * r; — l‘0] (ry —rp)? rl} - ry —ryp Ve (ry —ro) r1j] (22)

Problema Ilustrativo 2

Un rotor de radio r gira con una velocidad angular de magnitud constante w,
alrededor de un eje horizontal AB en sentido contrario al de las manecillas del
reloj. A su vez, el eje AB gira alrededor de un eje vertical BC con una velocidad

angular de magnitud constante Q en el sentido ubicado en la figura.

Se pide determinar los vectores velocidad y aceleracién de un punto P de la
periferia en el instante en que este se encuentra localizado arriba y en el centro
del rotor, tal y como, lo muestra la figura 12.

4z TR

v

Figura 12. Velocidad y aceleracién de un punto P en la periferia
Fuente: Mecanica, J. Le6n, 1984.
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Solucién

Considere el sistema mévil rigido o relativo {AXYZ} solidario (fijo) al disco, de
tal manera que, el AX sea en cada instante del movimiento, perpendicular al
plano del disco; y ademas AZ pase por el punto P. Todo de tal modo, que para
el instante considerado se cumpla que:

i=1; J=j; K=k

a) Velocidad absoluta

La velocidad absoluta de del punto P viene dada por:

Vp = Va + W X AP (D
Necesitamos calcular previamente la velocidad absoluta V, utilizando un
sistema relativo {BXYZ} solidario al brazo ABC.

Va4 = O xbj = QK x bi )

Por lo tanto,

Va = Qbi (3)
Reemplazando (3) en la Ecuacion vectorial (1)

Vp = Qb] + (OK + w,1) x rK] (4)
En consecuencia,

Vp = (b — w,1)] (5)

b) Aceleracién absoluta

El punto A tiene una trayectoria circular que es horizontal; y el mismo se mueve
con una velocidad angular constante v,I. Siendo asi, la aceleracién absoluta de
la particula P viene dada por:

dp =3, +@x AP + (OR + w,T) x ((QR + w,1) x AP) (6)
Sistema movil rigido {BXYZ}:
3, = QR x (QK x bl) = —Q?bi (7

Por definicién, la aceleracién angular absoluta y por aplicacion de las relaciones
de Poisson:

L od, . di . (8)
a:a(mwwrl) = wrg =wl)
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Sustituyendo en la Ecuacion (6)

ap = —02bl + w, Q] x 1 + (0K + w, ) x ((QK +w,I) x rT) C))

ap = 2rw,Q — bOH)I — rw?K (10)
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CAPITULO III

Cinemética del movimiento de dos cuerpos rigidos

En un gran nimero de problemas de ingenieria la descripcion del movimiento
o la relacién entre las fuerzas, puede llegar a ser mas complicada que si el
movimiento se refiere a un sistema fijo de referencia, mientras que, si el
movimiento Se refiere a un sistema movil rigido, su descripcién y la relacién
entre las fuerzas se puede simplificar considerablemente. En tales casos, puede
ser ventajosos tratar simultineamente con un sistema de referencia mévil rigida
y otro fijo para finalmente determinar el movimiento absoluto.

Definicién
Dos cuerpos rigidos, estan animados de movimiento relativo cuando el primero
de ellos se mueve bajo una ley cualquiera y el segundo, ademds de tener el

mismo movimiento que el primero posee otro movimiento particular que sera
exactamente, su movimiento relativo respecto del primer cuerpo.

Si el problema tuviese mayor nimero de cuerpo rigido, éstos se estudiaran por
parejas siempre y cuando se cumplan los requisitos sefialados arriba. Si se diera
el caso de que dos cuerpos rigidos no tengan movimiento comtin, no nos
ocuparemos de ellos ya que realmente estarian animados de dos tipos de
movimientos particulares y aun cuando tengan movimiento relativo el uno con
respecto del otro, este caso no seria movimiento en el sentido que lo hemos
definido aqui.

Estudio Cinematico del movimiento relativo

Para el estudio movimiento relativo debemos considerar en primer término un
sistema de coordenadas mévil rigido solidario al primer cuerpo. Un observador
ubicado en este Cuerpo podra apreciar solamente el movimiento relativo del
segundo. Esta consideracion simplifica el estudio del movimiento relativo del
segundo cuerpo respecto del primero. El sistema solidario al primer cuerpo
sirve de puente para resolver el problema por un observador ubicado en un
sistema inercial (sistema fijo) permitiéndoles de esta manera referir el
movimiento del segundo cuerpo al sistema inercial.

Consideremos dos cuerpos rigidos, animados de movimiento relativo. Entonces
ambos cuerpos se mueven bajo una misma ley respecto de un sistema fijo
{oxyz} de terna de vectores unitarios {T, J, K} (sistema cero), y ademads el cuerpo
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dos tiene un movimiento particular respecto del cuerpo uno (movimiento
relativo). Solidario al cuerpo uno consideramos un sistema {OXYZ} de torna de
vectores unitarios {T, J, K} (sistema uno) de tal manera, que para el instante
considerado, se cumpla que:

I=tj=jK=k

Veamos la situacion graficamente, en la figura 13

CUERPO DOS

CUERPO UNO

0

Figura 13. Movimiento relativo de dos cuerpos
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Cualquier punto P del cuerpo dos tiene un movimiento absoluto respecto del
sistema {Oxyz} (velocidad y aceleracién absolutas) y también tendrda un
movimiento relativo del sistema {OXYZ} (velocidad y aceleracién relativas).
Vector de Posicién Absoluto de P
Refiriéndonos a la figura 13 mostrada, se tiene que:

r.=T.*R 3.1)
En donde:

e T1,.=r1: Representa el vector de posicién de la particula medido en
el sistema {oxyz}

* T.=1,(0:Representa el vector de posicién del origen O del Sistema
relativo medido en el sistema {oxyz}

e R= ﬁ(t): Representa el vector de posicién de la particula P en el
sistema movil {OXYZ}

Velocidad Absoluta de P

Para obtener la velocidad de la particula P, derivamos respecto del tiempo la
ecuacion del vector de posicién
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- _&_dfuﬁ (3.2)
Poodt  dt dt
En donde:

e \/,.: Representa la velocidad absoluta de la particula P.

i
dt
relativo y sera denotada por \s_

®: Por definicién, representa la velocidad del origen O del sistema

dR — = . .
s Variacién del vector R en el tiempo para un observador ubicado

en el sistema inercial {oxyz}

Por lo tanto (3.2) puede reescribirse

Lo R (3.3)
Vp_Vo dt

La funcién vectorial R = R (t) es una funcién del tiempo, cuyas coordenadas en
el sistema de referencia movil rigido son respectivamente X, Y, Z. Se tendra
entonces que, para un observador ubicado en el sistema {OXYZ).

R=xI+Yj+ZR (3.4)

En donde, tanto los vectores de base {T, ], K}como las coordenadas X, Y, Z son

funciones del tiempo, para un observador instalado en el sistema fijo {oxyz).

Derivando la ecuaciéon (3.4) respecto del tiempo aplicando la ecuacién
fundamental de la cinematica tenemos que:

dR _ = L (3.5)
ac = V1o X R+ at

Pero,

R_- (3.6)
a Vy

Por lo tanto,
drR - = (3.7)
E:WMXR'FV%

Sustituyendo (3.7) en (3.3):
V, =V, W <R

En donde:

(3.8)
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o \7p : Vector velocidad absoluta de la particula P.

* \/,: Vector velocidad absoluta del origen O del sistema de referencia

relativo.

e W, Vector velocidad angular absoluta del sistema de referencia
relativo.

e R:Vector de posicién relativo de la particula.

-

R L = . .
s Variacién del vector R en el tiempo para un observador ubicado

en el sistema moévil {OXYZ}.

* V" Z—F:: Vector velocidad relativa de la particula P.

A los dos primeros términos de la ecuacion (8.8) Se les llama velocidad de

transporte de la particula P. Esta velocidad de transporte(vt) representa la
velocidad de la particula P si esta perteneciera al cuerpo uno.
V.=V, Wi xR (3.9)

Por lo tanto, podemos escribir la velocidad de una particula del cuerpo dos,
animado de movimiento relativo respecto del uno. Asi:

VRV

Vector Aceleracién Absoluta de P

Para obtener el vector aceleracién absoluta de la particula P: g, derivamos la
expresion de la velocidad \; respecto del tiempo, asi:

dv,
dt

dt | at W™ e " ot

dg  d - 5 dy, 3.10
:ap:L+7WlOXR+_- dR 7\/4 ( )

o]

dt
sistema relativo (sistema uno).

Observamos que representa la aceleracion absoluta del origen o del

Definicién
Se llama Aceleracién Angular Absoluta del sistema relativo (sistema uno) de
coordenadas, al vector ¢, definido a través de la relacion:

~dw, (3.11)
alo_ dt

Pero segtin (3.7):
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drR (3.12)

N y = \7\/10 xR+ \7 P
Y ademds aplicando la Ecuacién Fundamental de la Cinemadtica

W, N, (3.13)
dt :WmXV%*’?:WmXV%*'a%

—

V, . .
En donde pr % representa la aceleracién de la particula P tal y como la mediria
un observador solidario al sistema uno, esto es, la aceleracion relativa de la
articula: 3
p a,

Segun (3.11), (3.7) y (3.12) la ecuacién (3.10) puede reescribirse asi:

ap:éo+alo><§+Wm(meFi)+2WIUX\7%+é% (3.14)
En donde:
* 3,: Vector aceleracion absoluta de la particula P.
e 3, Vector aceleracién absoluta del origen del sistema uno.
®* (1, Vector aceleracién angular absoluta del sistema relativo
(sistema uno).
e R:Vector de posicion colativo do la particula P.

* v, Vector velocidad relativa de la particula P.

* a,: Vector aceleracion relativa de la particula P. (medida por un
observador solidario al sistema relativo.

Los tres primeros términos de (3.14) constituyen la llamada aceleracion de
transporte: g_ de la particula P. Esta aceleracién serfa la de la particula P si ella

perteneciera al cuerpo uno.

8. =8+ Ol R+ W (W <R) (3.15)
Se llama aceleracién de Coriolis o aceleracién complementaria al vector g
definido por:

ac:ZWmXV/ (316)

Esta aceleracidon tiene aplicaciones en el estudio de los cauces fluviales,
lanzamiento de proyectiles, aeronautica, etc.
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De (3.15) y (3.16) se puede escribir (3.14) en la forma:
a,=a.+a.+a, (3.17)

Es conveniente destacar que todas las aceleraciones indicadas, solamente es
perceptible desde el primer cuerpo rigido (desde el sistema movil {OXYZ} la
aceleracion relativa, por lo tanto, cualquier estudio cinematico o dindmico debe
hacerse a partir de un sistema de referencia inercial.

La Velocidad Angular es un Vector Libre

El vector velocidad angular absoluta de un cuerpo rigido en movimiento es un
vector libre.

Demostracion

Considere un cuerpo rigido en movimiento respecto de un sistema inercial
{OXYZ} y {OX'Y'Z} dos sistemas de referencias solidarios al cuerpo, los cuales
supondremos que tienen respectivamente las velocidades angulares \W, Y W, »

Su velocidad absoluta estd determinada por la figura 14.

W10 YW2

X

Figura 14. Cuerpo rigido en movimiento respecto a un sistema inercial
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Sistema {OXYZ}

\"/p :\70+\7me?7 (3.18)
Sistema {O'X'Y'Z'}
\7p=\_./0+\7V10XFy, (3.19)

Igualando la velocidad de P dadas por las ecuaciones (3.18) y (3.19), se obtiene
que:

Vot WX Ty, =V =V, W2 =Ty (3.20)
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Pero la velocidad del origen O' del sistema {O'X'Y'Z') respecto del sistema

{OXYZ} es:

Vo=Vt WiwxT oy (3.21)
Sustituyendo el valor de \70 dado por la ecuacion (3.21) en la ecuacién (8.20)

tenernos que:

Vot WaoXFo =V, Wao X Tyt Wao X Ty (3.22)
Wi Ty, = Wi T oy WX Ty

Pero de la figura 14, se tiene que:

Ty =Ty Ty (3.23)
Reemplazando (3.23) en (3.22):

WX T, = WX T oy~ Foy ¥ WaoX Ty (3.24)
Ejecutando los productos y factorizando la ecuacién (3.24):

(W= Weo) % T, =0

Pero en general,

r Y 6

W~ W, = (3.25)
W=V CSQD

La ecuacion (3.25) comprueba la validez de la proposicién, que afirma que el
vector velocidad angular de un cuerpo rigido en movimiento es independiente
del sistema solidario o lo que es lo mismo w es un "vector libre”

Relacién Cinemadtica de las Velocidades Angulares de dos Cuerpos
Rigidos en Movimiento

Para el andlisis consideremos dos cuerpos rigidos C, y C; El cuerpo C, se
mueve bajo cualquier ley y el C; ademds de tener el movimiento del primero
tiene otro movimiento adicional, el cual serd precisamente su movimiento

relativo respecto del cuerpo rigido C,. Si C,se mueve con velocidad angular
absoluta wy C; el otro cuerpo rigido de velocidad angular w, relativa a C,. Se

pide determinar la velocidad angular absoluta Q2 del cuerpo rigido C; ver figura
15

Solucién:

{oxyz} Sistema fijo o sistema®.
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{PXYZ} Sistema mévil o sistema @. Solidario a C,

{QXYZ} Sistema movil o sistema @ . Solidario a C,

Figura.15. Velocidad angular absoluta de un cuerpo rigido
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Sea A una particula genérica de C; Determinacién de la velocidad absoluta de
A, utilizando los sistemas @ y @

VA:VQ+QXF%+V% (3.26)
Pero,
Vv, =9

Determinacién de la velocidad absoluta de A, utilizando los sistemas @y @:
\7A:\7p+\7v><F/y+\7/y (3.27)
Restando miembro a miembro (3.26) y (3.27):

VQ+Q><r%—VP—\TV><r%—V%:9 (3.28)

Calculo de la velocidad absoluta de Q, utilizando los sistemas ©® y @

VQ=VP+WXF%+V% (3.29)
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Cdlculo de la velocidad relativa \7 ,,para ello el observador, se traslada al

sistema @ y considerard este sistema como fijo, el sistema @ pasard a ser el
sistema moévil con velocidad angular W respecto de @. Nétese que ignoramos
totalmente por ahora el sistema ®:

\7%=\7%+\7Vr><F%+\7% (3.30)
Pero

\-./%:6
Reemplazando (3.29) y (3.30) en (3.28):

Vot WX F oy + Vo, + X Py~ ~ WX F =y, W < T =0 (3.31)

e X AWk (F oy = ) =W, X Ty =0 (3.32)
Pero,

[y =T+l (3.33)

De la figura,

O, +Wx(F oy~ Toy g~ W, XT, =
Reemplazando (3.33) en (3.32):

(Q—W—Wr)x r%=9
Pero {F .70y ademds ,, 1O tiene que ser paralelo al vector (G -w-yy,)

Q Q

Se concluye por lo tanto que:

(Q-w-yy,=6) (3.34)

Q=w+yy,

La ecuacién (3.34) también podemos escribirla asi:

- - - (3.35)
W31 = W21+ W32
En donde,

® \W.,: Eslavelocidad angular absoluta del sistema N° 3 respecto del
sistema N° 1

) \TVZlVector velocidad angular absoluta del sistema N° 3 respecto del
sistema N° 2.
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®  \W\.,Vector velocidad angular absoluta del sistema N° 3 respecto del
sistema N° 2.

De la forma andloga como se obtuvo (3.35) podemos también obtener una
relacién cinematica para las aceleraciones angulares. Esto es:

Olar = Ol T Olaz T W2 X W s
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Dindmica
La dindmica es la parle de la mecanica que estudia el movimiento de los cuerpos
bajo la accién de un sistema de fuerzas no equilibradas. Arquimedes conocia
los elementos de la estdtica, o sea, es la parte de la mecanica, que trata del

equilibrio de las fuerzas, pero la dinamica era desconocida para los antiguos y
fue fundada por Galileo Galilei y por Isaac Newton.

Mas tarde J. D’Alembert (1717-1783) unifica la estatica y la dindmica,
demostrando que un problema de dindmica puede ser transformado en un
problema de equilibrio de fuerzas y, por lo tanto, de estatica, para ello tom6 en
consideracion fuerzas ficticias llamadas también "fuerzas de inercia", para luego
formular: "En cualquier instante del movimiento de una particula las fuerzas
activas aplicadas a esta, las reacciones de los vinculos impuestos y la fuerza de
inercia de la particula dada convencionalmente aplicada a ella estan en
equilibrio dinamico".

Con esta concepcion de la mecanica como ciencia, quedo de cierto modo,
concluida en cuanto a sus teoremas fundamentales. Pero podria también
considerarse como una segunda etapa del desarrollo de la dindamica, la vivida
hacia mediados del siglo XIX, por iniciativa principalmente de Hamilton,
cuando €l penso en la sustitucion del concepto de fuerza por el de energia. Esta
idea fue inspirada en el principio de conservacién de la energia enunciado por
Helmholtz en 1847.

Métodos de la dindmica

Las leyes de Newton, muy particularmente la ley fundamental F =m3, permiten
desarrollar métodos para estudiar el movimiento de los cuerpos, sometidos a
sistemas de fuerzas no equilibradas. La eleccién del método mds conveniente,
depende del sistema de fuerzas actuante (constantes o variantes) y de las
magnitudes que han de calcularse (velocidades, aceleraciones, fuerzas, etc).

En lo sucesivo, se estudiardan los métodos que clasicamente han sido estudiados
en algunos textos, bajo el nombre de dindmica, a saber:

Método de la fuerza, masa y aceleracion: el método es ventajoso cuando el
sistema de fuerzas actuante tiene una o mas fuerzas variables, que pueden
expresarse como funciones de la posicién del cuerpo.

Método de D'Alembert: Permite al usuario reducir formalmente los problemas
de la dindmica a los problemas de la estatica.
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Método del trabajo y de la energia cinética: este es generalmente el mejor de los
cuatro métodos. Es particularmente conveniente, cuando actiian sobre el cuerpo
fuerzas o pares cualquiera, que varfan con su posicién y con la velocidad.

Método de los impulsos y cantidad de movimiento: este procedimiento es 1til,
cuando una o mas de las fuerzas que conforman el sistema actuante son
variables y pueden expresarse como funciones del tiempo. Los teoremas que
soportan este método normalmente proporcionan, la solucién mds directa,
sobre todo en aquellos problemas que involucran choques entre cuerpos.

Sin embargo, muchos problemas de dindmica pueden ser resueltos con relativa
facilidad, por mas de un método, proporcionandose de esta manera, una
excelente herramienta para el control de la solucién. Como cada método ofrece
sus ventajas relativas para resolver determinados tipos de problemas, se
recomienda el dominio de todos los métodos.

Dindmica de la particula

La particula es el sistema mecanico mas sencillo. En adelante, nos ocuparemos
del estudio de su movimiento, es decir, de las leyes que gobiernan su
movimiento. El analisis, estd basado fundamentalmente en la primera y
segunda ley de Newton. El enunciado de la primera ley, fue postulado para toda
particula que permanece en reposo o en movimiento rectilineo uniforme,
siempre y cuando, sobre ella no acttie ninguna fuerza que modifique el estado
de reposo o de movimiento rectilineo y uniforme. Esta ley, llamada también
"ley de inercia', establece la resistencia que ofrece la materia, a cualquier
cambio de su estado de movimiento, haciendo que la masa sea un factor
importante en la determinacién del movimiento. La ley de inercia, defina en
forma indirecta al concepto de fuerza como tnico ente capaz de producir una
tendencia o cambio, en el movimiento de un cuerpo. Esto es, todos los cuerpos
ejercen influencia sobre su propio movimiento.

La Segunda ley, dice que una fuerza F que actiia sobre una particula de masa
m, le produce a esta una aceleracién a en la direccién de la fuerza proporcional
a F; y cuya relacion estd determinada por la expresidén vectorial F = m3. Del
contenido del enunciado de esta ley, puede deducirse que, ante la accién de
fuerzas diferentes sobre una misma particula, se obtienen aceleraciones
diferentes, e independientes de cualquier tipo de movimiento, que hubiese
podido tener la particula, antes de que actuara la fuerza. Esta circunstancia,
nos permite establecer que el movimiento de una particula dependera de su
movimiento inicial y también de las fuerzas actuantes,

La ecuacion vectorial F = ma puede escribirse en la forma escalar:

F =ma (@

'\\.m
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La expresion (a) proporciona un método dindmico para la determinacién de la
magnitud de una fuerza.

. F .
De la ecuacion (a) resulta a = —, que nos dice que cuanto mayor sea la masa

de la particula tanto menor es la aceleracién de la particula que le puede
ocasionar la fuerza dada. En consecuencia, cuanto mayor sea la masa, tanto
menor serd la variacién de su velocidad al transcurrir el tiempo bajo la accién
de la fuerza actuante.

Sistema de unidades

Es evidente la necesidad de llegar a tener un conocimiento amplio, de los
diferentes sistemas de unidades de medicion de las magnitudes fisicas. En la
mecdnica, pueden expresarse dichas magnitudes mediante tres unidades
fundamentales, el conjunto formado por esta define el sistema de unidades.
Estamos formando lo que bien se podria llamar la “base dimensional” Asi las
magnitudes de la fuerza y la masa, estdn en cierta dependencia con las unidades

.. .7 =4
fundamentales de tal modo, que se debe verificar la ecuacién F = ma. Las tres
unidades que forman la base dimensional son compatibles con dicha ecuacién.

En el pasado, la mayoria de los calculos en ingenieria, se hacia utilizando el
Sistema Ingles de Medidas de Ingenieria (BES). No obstante, hoy dia, los
calculos se realizan predominantemente con el uso del sistema Internacional
de Unidades (SI).

El Sistema internacional es el sistema métrico modificado y por consiguiente
difiere de los sistemas tradicionales, la tabla 4.1 muestra el SI y otros sistemas
importantes.

Tabla 4.1 Sistema de unidades.

Sistema Sistemas absolutos Sistema gravitacional
de Métrico de Ingles de
unidades Métrico Ingles Ingenieria | Ingenieria
Cantidad SI MKS CGS
Longitud M M cm ft m ft
Slug
Masa Kg Kg G Lb kgf — s? Ibf — s?
m ft
Tiempo S S S S S S
N N dyn Poundal
Fuerza _kgf—m | kgf-m | _9 M\ Ibf—ft Kg- f Lbf
- 52 - 52 52 52
J J erg ft-poundal Kgf -m Ft-Ibf
Energia =M-m =N-m = dyn-cm o BTU
Potencia W w dyn —cm| ft — poumd B kgf —m ft-Ibf >
N — N — - s
dzmo _ATm s s s HP
s s

Fuente: Mecdnica Vectorial, Ferdinand P. Beer. 2013
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La diferencia conceptual entre los sistemas de unidades absolutas y las unidades
gravitacionales, esta precisamente en decidirse por la masa o la fuerza, como
la tercera dimensién principal. Los sistemas absolutos de unidades, tales como,
el métrico y el inglés optan por la masa como dimension primaria y obviamente,
la fuerza pasa a ser, una magnitud derivada. Todo lo contrario hacen los
sistemas gravitacionales, como son el métrico de ingenieria y el inglés de
ingenieria, que seleccionaron a la fuerza como dimensién primaria; y
consecuentemente la masa es una cantidad derivada, Asi este tltimo sistema la

unidad derivada de masa, viene definida por la relacién fuerza/aceleracion,

Kg—m
s2

llamada Newton y se define, como la fuerza que proporciona a 1 Kilogramo de

.7 m .
masa la aceleracién de 1 Zoen forma equivalente:

mientras que en el SI, la unidad de fuerza es una magnitud derivada

1 N=1Kg—3

Nomenclatura

Las unidades de SI, que conjuntamente con la BES, seran las mas utilizadas en
estos apuntes, se abrevian con letras minudsculas. Cuando una abreviatura de
unidades lleva el nombre de una persona, esta se acostumbra a escribir con
mayuscula, asi por ejemplo, denotaremos el Newton por N y al joule por J, de
la siguiente manera, ver tabla 4.2:

Tabla 4.2 Sistema internacional de unidades (SI)

Unidades Abreviatura Letra
METRO m. Mintscula
KILOGRAMO kg. Minuscula
SEGUNDO S. Minuscula
NEWTON N. Mayuscula
JOULE J. Maytscula
WATT W. Maytscula

Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Sistemas de referencias

La primera y segunda ley de Newton. Fueron enunciadas para una particula en
movimiento en un sistema de referencia absoluto o inercial, es por esto que el
movimiento que se mide a través de este sistema, se llama "movimiento
absoluto".
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El movimiento de una particula en Cinemadtica no se relaciona con las fuerzas
que actuan sobre ella, por consiguiente, cualquier sistema de referencia podria
ser considerado como inercial o fijo; y en consecuencia el movimiento respecto
del sistema seleccionado podria ser considerado absoluto. Sin embargo, esto no
es posible en la Dinamica, ya que su objeto principal, es relacionar el
movimiento de la particula con el sistema de fuerzas que actdan sobre ella, y
esta relacion evidentemente es una funcion del sistema de referencia elegido, a
menos que el sistema de referencia escogido se encuentre en traslacion
rectilinea y uniforme respecto de otro absoluto.

Ecuaciones del movimiento de una particula

Siempre que un conjunto de fuerzas acttie sobre una particula, (que carece de
dimensiones) tendremos un sistema de fuerzas concurrentes. Por consiguiente,
el sistema equivalente resultante esta formado por una "fuerza tnica", e igual
al vector ma tal como lo establece la segunda ley del movimiento de Newton.
Consideremos una particula de masa m en movimiento por la accién de un
sistema formado por n fuerza concurrentes, {ﬁl, ﬁz, ﬁ3, cee) ﬁn}, siendo F la
fuerza resultante del sistema. La segunda ley de Newton para el movimiento de
la particula, se expresa vectorialmente en la forma, tal como se muestra en la
figura 16:

F=md
F2
F1 \ / /
® m
/v‘ "
Fn

(@) (b)

Sistema Original Sistema equivalente
Fuerza resultante

Figura.16. Movimiento de una particula de masa m
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

La ecuacién vectorial (1), nos ensefia que los vectores aceleraciéon absoluta a y
la fuerza resultante F, que acttian sobre la particula de masa m, tienen siempre

la misma direccién y sentido. Sabiendo que F =Y FE, i+ ﬁy j+2 Eky

| 65 |



LACIDES PINTO MINDIOLA - OLENKA GOMEZ JULIO
FERNANDO ARIZA DAZA

ademds se tiene md = ma, i + ma,j + ma,k. Entonces la ecuacién (1), puede

expresarse igualmente en funcion de sus componentes rectangulares, en
distintos sistemas de referencia, dependiendo de la conveniencia en la solucién
de problemas.

En general, segun sea el sistema de coordenadas requerido, el movimiento de
una particula podemos expresarlo de distintas maneras, por ejemplo:

1. Ecuaciones del movimiento de una particula en el espacio, expresado en
coordenadas rectangulares.

Y. F, = may,, X E, =may, Y FE, = ma,, (a)

2. Movimiento de una particula en el espacio en coordenadas cilindricas.
2 E =ma,, XFg=mayg, X F,=ma, (b)
3. Movimiento de una particula en el espacio descrito en coordenadas esféricas.

Y. Fr = mag, Y Fy = may, 2. Fy = may, (o)

4. Descripcién del movimiento curvilineo plano de una particula descrita en
coordenadas naturales o intrinsecas.

Y F, = ma, YE, =ma, d
Donde,

o . 2
at:%:g’ y an=v.6=p.92=%

5. Descripcion del movimiento plano de una particula en coordenadas polares.

> FE. =ma,, Y. Fg = may, (e)
Siendo,
a, =¥ —rb?, ag =16 + 270,

Es conveniente recordar que, en la Cinemadtica de la particula, se determiné la
aceleracién absoluta de una particula utilizando dos sistemas de referencia, uno
inercial y otro en movimiento, respecto del cual la particula tenia una
aceleracion relativa, obteniéndose:

- - > = — —_ = — -

d, = do + dxR + @x(@xR) + 28xVry, +dry, ®

La ecuacién (f) proporciona un procedimiento cinematico de determinacién de
la aceleracién absoluta de una particula.
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Método de la fuerza, masa y aceleracién: movimiento rectilineo de una
particula

La primera y segunda ley de Newton sabemos que fueron enunciadas para ser
aplicadas al movimiento de una particula. Sin embargo, son abundantes los
problemas de ingenieria, en los cuales es conveniente aplicar dichos axiomas
para obtener una solucion. Ejemplo de este tipo de problemas lo constituye el
"movimiento de traslacion rectilinea" de un cuerpo rigido, que esta compuesto
por un conjunto de particulas. En este caso, todas las particulas del cuerpo
tienen el mismo movimiento y trayectorias rectilineas similares. En la figura 17
se muestra un sistema formado por dos bloques A y B que se mueven
respectivamente en direcciéon horizontal y vertical, unidos por una cuerda
inextensible que pasa través de una polea.

A
[/ 77T

/| B
/

Figura.17. Movimiento de traslacién rectilinea de una particula
Fuente: Pinto, Gdmez,

Cuando los bloques estan en movimiento, observamos que todas las particulas
que componen al bloque A, tienen exactamente el mismo movimiento rectilineo
en direccion horizontal. Asi mismo, ocurre con el bloque B, pero en direccién
vertical. En consecuencia, el movimiento de traslacién rectilinea de un cuerpo
rigido, puede investigarse, definiendo el movimiento de un punto del cuerpo,
por ejemplo, de su centro de masa. Esto equivale a considerar al cuerpo
formado por una sola particula ficticia de masa igual a la del cuerpo completo,
y ubicada en su centro de masa. En adelante, en la soluciéon de algunos
problemas, tomaremos en cuenta tales consideraciones.

Para el caso particular del movimiento de una particula en que la fuerza
resultante F , sea de direccién constante, con una misma recta de accién, y que
ademds su movimiento inicial tenga igualmente la misma direccién de F, en
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este caso, el movimiento serd necesariamente una " traslacion rectilinea", Si se
hace coincidir la recta del movimiento con el eje de las x. Ver la figura (18).

|
M

m

.

>

0 . F X

A 4

Figura.18. Movimiento rectilineo de una particula con direccién constante
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Conociendo que la aceleracién se define como la segunda derivada del vector
de posicién X = Xi respecto de la variable independiente tiempo, la ecuacién
vectorial (1) toma la forma:

= N dzz =
F=max=m—f=mx @
dt

La ecuacién vectorial (2) es la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
del movimiento rectilineo de la particula.

Dependiendo de la ley de la variacién de la fuerza resultante F, la ecuacién
diferencial del movimiento (2) adoptara distintas formas, asi, por ejemplo,
podemos llegar a tener los siguientes casos particulares:

a) La fuerza resultante F es contante.
b) La resultante F es una funcién del tiempo, F=F ®

¢) La resultante F de todas las fuerzas que acttian sobre la particula es una
funcion de la posicion, matematicamente F = F (X) escalarmente F = F(x)

d) F esla resultante del sistema de fuerzas que actua sobre la particula es una
funciéon de la velocidad, matematicamente F=F x) = F (17), escalarmente
F=F(X)=F).

e) F fuerza resultante es una funciéon de una combinaciéon de algunos de los
parametros anteriores, por ejemplo:
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F=X0
Método de separacién de variables en el movimiento rectilineo

En general en el estudio del movimiento rectilineo de una particula, la mayoria
de las expresiones matematicas que describen las caracteristicas dinamicas del
sistema mecanico mas simple (particula) resultan estar descritas la mayor de
las veces, en términos de ecuaciones diferenciales.

Diferenciar una funcién dada, para encontrar sus derivadas puede hacerse
siempre, a través del uso de reglas matematicas sencillas, pero el problema
inverso de integrar una ecuacién diferencial determinada para hallar su
primitiva, resulta ser mas complicado, no existiendo para tales fines, un método
general de célculo. Un procedimiento analitico muy efectivo para encontrar la
solucién general de la ecuacion diferencial de la forma de la expresién (2), lo
constituye el "método de separacién de variables". Util en los casos mas
sencillos, o sea, en aquellas situaciones donde la ecuacion diferencial contiene
uUnicamente dos variables que pueden separarse, No obstante, existen
problemas en los cuales aparecen tres variables inicialmente, pero mediante la
aplicacion de la "regla de cadena", se puede eliminar una de ellas; y después se
continda con el proceso de separacion de variables. Para una mejor ilustracion,
vamos a presentar seguidamente algunos casos.

La fuerza resultante es una constante: f = k

Si la resultante de todas las fuerzas que actian sobre una particula de masa m,
con movimiento rectilineo es de magnitud y direccién constante, entonces la
ecuacion diferencial (2), se transforma en:

p=%_r (@)
dat m

Separando variables en la expresion (a) e integrando luego, se tiene:
t m VvV m
J dt =% f, dv =7 —vo)
Pero,
F_vy
m
Por lo tanto, se obtiene para la velocidad V(t)

V(E) = Vo +V(t—to) = Vo + - (t — L) (b

Para encontrar a x = x (t), se sustituye (b) en la ecuacién de velocidad V (t)
por dt/dt y luego se integra como sigue:

dx F
VO = =Vt —(t—t)

m
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f [T de= [} [VO +Le- to)] dt
, _ 3 F o (0
~X(@) =Xo +Vo(t t0)+2m(t to)

Para encontrar V (x) aplicamos a la ecuacién (a) la regla de cadena,
multiplicando el primer miembro de la ecuacién por dx/dx, obteniéndose:

dxdv_ F

dtdx m
Separando variables e integrando, resulta:

F (x v corty
—J dx = [, vdv t_[ ),
En forma equivalente:

V2(x) = V¢ + % (x — x0) (d

La fuerza resultante es una funcién del tiempo: f=£(t)

En este caso, la ecuacién diferencial ordinaria (2), se convierte en:

El método requiere que se maneje la expresidn (a) de manera que, resulte una
variable en cada miembro de la ecuacién. Para lograrlo, vamos a multiplicar a
ambos miembros de la ecuacién (a) por el elemento diferencial dt,
obteniéndose

1
dt = —F(t) 63)
La ecuacién (b), es integrable si se conoce F(t). Integrando luego, se tiene:

V(E)+Cy = f  F(t)dt (g)

Donde C; es una constante arbitraria de integracion y la fot F(t)dt es la

diferencia entre el valor de la funcién integral en cualquier instante t y el valor
inicial cuando t=0. Para resolver esta integral, ayidese con las tablas de
integrales. Para obtener el valor de la constante C; de integracion
reemplazamos en la expresion (g) las “condiciones iniciales", Cuando:

t=0,V(0) =V, o0seaC; = -V,
Entonces,

V() = Vo + = [T F(t)dt (h)
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La ecuacién (h) nos conduce a la solucién de la velocidad de la particula en
cualquier instante que se determine. Para encontrar la posicion de la particula
expresamos a V(t) como dx/dt en la ecuacién (h) y luego procedemos con el
proceso de separacidn e integracion de las variables, asi:

dx

i 40

De donde:

X(6) +C, = [[V(t)dt @
Suponiendo ahora que cuanto t = 0, X(0) = X,, hallamos que C, = —X,. por lo

tanto la ecuacién general que establece la relacién posicién-tiempo, resulta:

X(6) = Xo + Vot + [, V(t)dt Q)

La fuerza resultante es una funcién de la posicién: f = f (x)
Cuando la fuerza es una funcién de la posicion la ecuacion diferencial (2), toma
la forma:

En la ecuacién diferencial (k) encontramos tres variables t, x, v, por lo que no
es posible separar las variables cuando se expresa la aceleracién como V =
dv/ dt - Se sabe que debemos conservar la variable x, porque esta aparece en la

expresion de la fuerza. Pero podemos eliminar t. Para conseguirlo, vamos a
aplicar la regla de la cadena, multiplicando el primer miembro del a ecuaciéon
diferencial (k) por dx/dx, por lo tanto:

_dv_dxdv_Vdv_ 1F
G dtd o m ™
Ahora, si es posible separar las variables, luego integrando, se tiene:
4 1 X

fvo vdv =— fxo F(x)dx M
Desarrollando las integrales definidas de la ecuacién (I), se obtiene:

1 1

Q2 =VE) =2 [ F ()dx (m)
La ecuacién (m) también puede escribirse como:

1 1
SmV? —-ml, = f;;F (x)dx (n)

La ecuacion diferencial (n) permite calcular la velocidad en funcién de la
posicién; y establece que durante el movimiento rectilineo de una particula de
masa m, bajo la accién de una fuerza resultante, que dependa la posicion de la
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particula (F=F (x)), la variacién de su energia cinética en cualquier instante es
igual al trabajo realizado por la fuerza resultante en el intervalo X, — X. De la
ecuacién (n), se puede obtener la funcién V(x) en la forma:

V2(x) = V¢ += [y F (x)dx (0)

Para hallar la relacién, posicién-tiempo, expresamos la velocidad V(x) como la
relacion dx/dt, asi:

dx __
Pri V(X)

Separando las variables y luego integrando, se tiene:

Jodt =133 ®)

Xo V(x)
. t x dx ./ .
Una vez resuelta la integral f o dt = fxoﬁ de la ecuacién (p), se obtiene el
valor de x de la posicién, para un instante t cualquiera. Pero si lo que se quiere,
es hallar la velocidad V en un instante determinado, se reemplaza el valor de x
dado por (p) en la ecuacién (o).

La fuerza resultante es una funcién de la rapidez: f=£(v)

En el caso, en que la fuerza resultante que actiia sobre una particula en
movimiento rectilineo, sea una funcién de la velocidad, la ecuacién del
movimiento (2) se reduce:

v=%=1Fw) (@

dt m

Que al separar las variables e integrar, se obtiene:

bdt=t—t.=m[° 2 ()
fto dt=t—ty=m v0 D)
Al resolver la integral f;% de la ecuacién (r), entonces se hace posible

despejar la velocidad V(t), Para obtener la expresidon x=x(t), escribimos V(t)
en la forma:

dx
i 40
De la que se deduce:
X t
fxO dx = [/ V(t)dt
Desarrollando la integral del miembro de la izquierda y despejando, se tiene:

X =X, + [} V(t)de €, (s)

Con el procedimiento anterior se obtuvo la velocidad y posicion de la particula
en funcion del tiempo, o sea V = V(t) y x = x(t). Se requiere expresar la variable
velocidad V para un valor de x, multiplicar por (dx/dx):
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p=Ro v Lo

dt  dt dx dx  m

Expresion que luego de separar las variables e integrar, se reduce:

_ v vdv (t)
G X=X+ [, presy
Disponemos ahora de dos ecuaciones que nos permiten determinar x = x(t).
Una es la ecuacién (s) y la otra forma se tiene eliminando V de las ecuaciones

(r) y (©.
Fuerza resultante como una funcién general f=f (t,x,v)

Este es el caso mas general, debido a que la resultante F de todas las fuerzas
que actian sobre la particula, es una funcién de las variables cinematicas t, x,
v. Por tanto, la ecuacion (2) del movimiento rectilineo de la particula podemos
escribirla en la forma:

X = %F(t,x, v) ()

No es facil resolver la ecuacion diferencial (u), debido a que las variables son
por lo general inseparables. Por esta razon, no se puede reducir el problema a
términos integrables. Pero hallar la solucidn general de la expresién (u), escapa
a objetivos de este libro.
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CAPITULO V

Movimiento rectilineo - fuerza constante

Consideremos que una particula de masa m se mueve sobre una superficie
horizontal sin friccion, por la accion de la resultante F que es una fuerza
constante en la direccion del eje de la X. Ver la figura (19).

Y

A

P

'Y
N A
<_

>
»

Y

Figura.19. Movimiento de una particula sobre una superficie sin friccién
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Como todos los vectores relacionados con el movimiento de la particula son
colineales, la ecuacion vectorial (2) de la pagina 72, se puede escribir en la
forma escalar:

dv _ F (a)
dt m
Separando las variables e integrando, se tiene:

V4C =2t (5.1)

Tm
Para hallar el valor numérico de la constante de integracion C; reemplazamos

en (b) las condiciones iniciales cuando t = 0, V = V se obtiene C; = -V} .
Sustituyendo en (b), queda:

V=V0+£t (5.2)
m
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Reemplazando a V por dx/dt y si se separan las variables y luego se integra,
resulta:

X +C, = Vot +—t2 (5.3)
2m
Sustituyendo las condiciones iniciales cuando t = 0, x(0) = X, C, = —X,.
Sustituyendo luego en ( 5.3 ) el valor de C tenemos:
X =Xy + Vpt +—t2 (5.4)
2m
Expresando (5.2) y (5.4) en forma vectorial, queda:
V= £ (5.5)
V=(Vo+2t)i
Y
v _ Fo2)s 5.6
X—(X0+V0t+2mt)l (5.6)

Derivando la ecuacién vectorial (5.5) respecto de la variable dependiente
tiempo resulta.
a=E3 (5.7)

m

Para el caso particular en que se tenga un cuerpo en caida libre se tiene que

dzx .. -
Jg= prET aceptando a ¢ como constante en las proximidades de la superficie

terrestre, lograndose finalmente a través de un proceso de integracidn, las
ecuaciones escalares

Y,
Y =Y, + Vot + 1/2gt? (5.9)

Las ecuaciones (5.8) y (5.9) para las condiciones Y, =0y V, =0, se
transforman en:

V=Vy+gty Y =Yy+V,t+1/2gt?

Problema ilustrativo 1

Un bloque de masa m se desliza sobre un plano inclinado con un angulo 6,
como se muestra en la figura. El coeficiente de rozamiento dinamico entre el
cuerpo y el plano es u. Determinar la aceleracién del bloque, de la figura 20.
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X

Figura 20. Movimiento de un bloque sobre un plano inclinado
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Solucion

Sabemos que los principios de la dindmica se aplican solamente al movimiento
de una particula. Sin embargo, en muchos problemas de ingenieria se requiere
estudiar el movimiento de cuerpos rigidos, compuestos por un conjunto de
particulas que se mueven todas exactamente con la misma trayectoria
rectilinea. Por lo tanto, es suficiente estudiar el movimiento de una particula,
por ejemplo, la de su centro de masa, De este tipo es nuestro problema.
Entonces, de la ecuacién (2) utilizando el Diagrama de cuerpo inclinado de la
figura 20, podemos escribir:

F = (mg senf — f)i + (Nmg cos6)j = mii (@)
La ecuacidn vectorial (a) puede descomponerse en las dos ecuaciones escalares:
i:mg sen @ — f = mi (b)
j = Nmg cosé =0 (©)

Pero,
f=uN = umg cosf (d)

Sustituyendo el valor de (f) dado por (d) en (b) y despejando, se tiene:

X = g(senf — u cosf)

Problema ilustrativo 2

Hallar la aceleracién del bloque de 50 Kg., si el coeficiente de rozamiento
dinamico entre el bloque y la superficie horizontal es de 0.6 y P es de 40 Kg-f y
forma un angulo de 30° con la horizontal como lo muestra la figura 21.
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v / | /
30° °
< 30

f |

-
X

Figura 21. Aceleracién de un bloque sobre una superficie horizontal
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Solucién

El movimiento del bloque es similar al movimiento de su centro de masa.
Tomando al eje X como la direccién de movimiento, la ecuacioén vectorial (2)
se puede expresar:

F = (40(kg — )9.8(m/s%) cos 30° — 0.6N)i + |N — 50(kg)x9.8(m/s2) +
40(40(kg — )x9.8(m/s?)sen30°|j = 50X1

Igualando los coeficientes de iy j, de la expresién (a), se tiene:

I 40(kg — )x9.8 (%) cos 300 — 6N = 50(kg)X (b)
ji N —50(Kg)x9.8(5) +40(Kg — £)x9.8 (%) sen30° = 0 (©
De (b) y (c) se tiene finalmente:

X =3.2(m/s?)i

Problema ilustrativo 3

Hallar la aceleracién de A y B en el sistema de poleas A y B que se muestra en la
figura 22, tienen el mismo peso W y se puede despreciar la masa de las poleas.

S S S s S /

@ ;

A B

Figura.22. Aceleracién de un sistema de poleas 1y 2
Fuente: Mecénica Vectorial E. Russell Johnston. Jr. 2010
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Solucion

Como se desprecian las masas de las poleas, la tension en la cuerda no cambia
al pasar a través de ellas. Esta situacidon se muestra en los diagramas de cuerpo
libre (b) y (c) de la figura 23:

\ T T4 . | T Ts I T
N |

X | | B

l W T T2 T, i w
(a) (b) (C) (D)

Figura.23. Diagrama de cuerpo libre del sistema de poleas 1 y 2

Fuente: Mecénica Vectorial E. Russell Johnston, Jr, 2010

Expresando las ecuaciones de movimiento para cada uno de los diagramas de
cuerpo libre, se obtiene:

T,-w-24, @)
2T,-T,= 0%, =T,=2T, (b)
T,~2T,=O)%, =T,=2T, ©
T, -w=", G)

8

Disponemos ahora de cuatro ecuaciones, pero tenemos cinco incdgnitas, por lo
tanto, se necesita una ecuacién adicional. Para obtenerla haremos algunas
consideraciones cinematicas. Obsérvese que se han utilizado dos coordenadas
independientes para describir las aceleraciones, pero realmente solo una de
ellas es independiente. Esto es lo mismo que decir, que el sistema tiene un grado
de libertad, Los desplazamientos Y, y Yz lo podemos relacionar del siguiente
modo. Supongamos que el bloque B tiene un desplazamiento positivo hacia
arriba Yy con relacién al sistema XY. Entonces la polea 1 al igual que el bloque
A tendrd un desplazamiento - Yz /2 por lo tanto:

YB:YB:YB_YB (e)
Yy=—Y/2 =¥, =~VY/2 6]

Sustituyendo (b"), (e) y (f) en las ecuaciones escalares (a) y (d), se obtiene el
sistema de ecuaciones:
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T,—W = %Y’A (2
Y

T, —2W = % ¥, (h)
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (g) y (h), podemos escribir:

Y, = %f y Yy = %QJA

Problema ilustrativo 4

Dos pesos P y Q estan unidos por medio del dispositivo indicado en la figura
24. Desprecie la masa de las poleas y de la cuerda inextensible. Hallar la
aceleracion A,del peso Q. Suponga que la cuerda no desliza sobre las poleas.

’

Figura 24. Aceleracién de un sistema de poleas para dos cuerpos Py Q
Fuente: Mecdnica Vectorial E. Russell Johnston, Jr, 2010

Soluciéon

Siendo despreciables las masas de las poleas, la tension en la cuerda no cambia
al pasar esta a través de las poleas, tal y como muestra en los diagramas de
cuerpo libre de la figura 25 (b) y (c) que se muestra a continuacion:

T1 T2 T2 T3 T»
P | q
P T1 T T> Q
(@) (b) () (d)

Figura.25. Diagrama de cuerpo libre de un sistema de poleas Py Q
Fuente: Mecanica Vectorial E. Russell Johnston, Jr, 2010
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Expresando las ecuaciones del movimiento para cada uno de los diagramas de
cuerpo libre, suponiendo positivo el desplazamiento hacia abajo, se tiene que:

P-T, = gYp (a)
T,~2T,=O%, =T,=2T, (b)
2T, T.=OF, =T,=2T, (©)

Se dispone de un sistema de cuatro ecuaciones, pero tenemos cinco incégnitas
obsérvese que un desplazamiento Y, del peso Q hacia abajo, genera un
desplazamiento Y/2 al peso P, que a su vez es igual al de la polea 1 hacia arriba,
condicion cinematica que nos permite escribir las siguientes relaciones:

Y,
_Yo _yv _ _Yo (e)
YP_T:AP_YP__7

Sustituyendo (b"), (d) y (e) en las ecuaciones escalares (a) y (e), se obtiene el
sistema de ecuaciones:

P—T =~3T ®
20-T; =2, (@)
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (f) y (g), podemos escribir:
Movimiento rectilineo - la resultante es una funcién del tiempo

Es evidente que el movimiento rectilineo de una particula que se mueve en un
sistema inercial, con una velocidad inicial V;,, bajo la accién de una fuerza

resultante F de direccién constante e igual a la de V,, ambos vectores, sus
componentes son nulos respecto de dos de los ejes de referencia, si la particula
se mueve en la direccién de uno de ellos. Por ejemplo, si el movimiento se
produce en la direccion del eje X, tal como lo muestra la figura 26, entonces
debe satisfacerse:

F=FEi Ej=Fk=6
Andlogamente.

VO = Voi, Voyi = Voyk\ = é
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Figura.26. Movimiento rectilineo de una particula en un sistema inercial
Fuente: Pinto. Gémez. Ariza 2019.

Bajo las condiciones anteriores la Ecuaciéon (2) de la pagina 72, puede
expresarse escalarmente, para este movimiento particular en la forma:

2 1 (5.10)

dt? m
Pero si ademas, existe la condicion de que la fuerza resultante F que actia sobre

una particula, sea inicamente una funcioén del tiempo t, entonces Fsolo puede
cambiar de magnitud al transcurrir el tiempo, segun una ley determinada F =
F(t). Por lo que, la ecuacion (5.10) se transforma en:

d%x 1

= (5.11)
Lo que es equivalente:

w _ lp(t) (5.12)

dt m
La ecuacion general del movimiento de la particula se obtiene de la integracion
sucesiva de la expresion (c) entre los instantes t, = 0y t, obteniéndose de (5.12).

1 (t (5.13)
V+C =;f F(t)dt
0

El valor numérico de la constante de integracién C;, se reemplaza en (d), las
condiciones iniciales cuando t = 0,V (0) =V}, la integral se anula (suponiendo

F (t) finita en el inicio del movimiento, C; = —V,, obteniéndose Reemplazando
este valor en (5.13), resulta:

1 pt
V="V +—[ F(t)dt (5.14)

La Ecuacidn (5.14) permite determinar la velocidad de la particula en cualquier
instante y del movimiento, siempre y cuando la fuerza resultante F(t) sea

conocida y que se pueda resolver la integral fot F(t)dt = g(f) e integrando
nuevamente, se tiene:

1 ,t
X+C=Vot+—[ g(t)dt (5.15)
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Si suponernos finita a g(t) cuando t =0, X(0) =X, y sustituyendo las
condiciones iniciales en (e), obtenemos que C, = —X,, por lo que la ecuacién
que expresa la posicién queda finalmente en la forma.

X = Xo+ Vot +—[7 g(t)dt (5.16)

Si las integrales (5) y (6) ofrecen dificultad para la determinacién de sus
primitivas, entonces se recurrira a métodos numéricos o graficos para su
solucion. No obstante, independientemente de las dificultades que ofrezca el
movimiento rectilineo de una particula, que esté sometida a la accién de una
resultante de fuerzas que sea una funcién del tiempo, F=F(t) las ecuaciones (5)
y (6), siempre reducen el calculo a la simple solucién de dos integrales definidas.

En resumen, de las ecuaciones (5.15) y (5.16) se deduce:

1. Que el movimiento rectilineo de una particula sometida a la accién de una
fuerza cuya magnitud varia con el tiempo, puede considerarse como
superposicion de dos efectos uno inicial (xg, V,) y otro producido por la fuerza
F (t), que se evalta a través de una integral definida.

2. Si la resultante F(t) es nula, entonces la particula se mueve con movimiento
rectilineo uniforme con velocidad V.

3. Si la resultante F(t), actia sobre la particula durante un tiempo diferencial
dt, esta produce un cambio instantdneo en la velocidad, el cual estd
determinado por:

dv = iF(t)dt (5.17)

4. La fuerza resultante F(t) que actia durante un diferencial de tiempo dt,
produce durante ese instante un desplazamiento de magnitud despreciable a la
particula

Problema ilustrativol

En un caso, una particula de masa m se mueve en linea recta por la acciéon de
una fuerza F = P, cos w t, mientras que, en otro caso, la fuerza que actuia es
F = Pysenwt. Deducir las ecuaciones generales, desplazamiento — tiempo de la
figura 27. Supdngase, en cada caso, que el desplazamiento y las velocidades
iniciales son nulos.

F=Pycoswt X

XO = VO = O
F=P,sinWt
—_—
XO = VO = 0

Figura.27. Movimiento rectilineo de una particula de masa m
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

> X
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Solucion

Se toman como positivas las fuerzas que tienen el sentido del desplazamiento
de la particula, siendo el desplazamiento en la direccién del eje de las X. Al
aplicar la ecuacién (6) a ambos casos, conociendo que X, = V, = 0, se tiene:

1 pt
Xy =—[, g1 (O)dt @)
1 pt
Xy =—[ g (O)dt (b)
Pero,
g.(t) = fot Pycoswtdt = %senwt ()
Y,
g2 (t) = fot P, senwtdt = % (1 —coswt) (d)
Sustituyendo (c) y (d) en las ecuaciones (a) y (b), se tiene respectivamente:
X, = on - on coswt = Pz" (1—coswt) ©
wm wim wm
Y,
X, = on (wt —senwt) ®
w'm

Problema ilustrativo 2

Se aplica una fuerza Fyempezando en el instante t = 0, durante 3 segundos en
el sentido positivo del eje Y, a una particula de 0.25 Kg., que se movia
inicialmente en el sentido negativo de dicho eje, con una velocidad de 10m/s.
Si la fuerza medida en Newton, varia respecto del tiempo, medido en segundos,
segtin la funcién F, = 4t. F;, es la Unica fuerza que actia sobre dicha particula
en la direccién del eje Y. Determinar el desplazamiento experimentado por la
particula de la figura 28 durante 3 segundos.

O

oy l F, = 4t
0.25g T
V, = 10m/s Oy, =10m/s
(a) (b)

Figura.28. Movimiento rectilineo de una particula en un sistema inercial
Fuente: Pinto. Gdmez. Ariza. 2019.
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Soluciéon

Se realiza el diagrama de cuerpo libre que muestran el movimiento de la
particula justamente antes y después de aplicar la fuerza F, = 4t. Ver la figura
(a) y (b) donde F, = 4t = f(t) es la Unica fuerza que actiia sobre la particula,
lo que indica que se ha despreciado el efecto de la gravedad o que el mismo
esta incluido en F(t) = 4t. Sustituyendo F, = F(t) y V, en la ecuacion (6),
resulta:

AY = —10t + — [ g(t)dt (a)
0.25
Pero,
g(t) = [J F, (ydt = [, 4tde = 2t?
Reemplazando (b) en (a) e integrando en el intervalo de 0 a 3 segundos resulta:
3

4Y = (~10m/g)x(3s) + — [ 262 dt = —30 + 2§ = (=30 + 72)m = 42m

. 0

AY = 42m

Problema ilustrativo 3

Una particula de masa m parte del reposo en el origen y se mueve a lo largo del
eje X bajo la accién de una fuerza cuya magnitud estd dada por F = F,senwt,
Ver figura 29. Deducir las expresiones generales para X y X como funciones del
tiempo

F(t)

Fysinwt

v

O

F = Fysinwt
Xo=Vy=0

Figura.29. Movimiento en el eje x de una particula en reposo
Fuente: Pinto, Gdmez, Ariza. 2019.
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Solucion

Puesto que no hay velocidad ni desplazamiento inicial las ecuaciones (5) y (6)
que expresan el movimiento rectilineo de una particula bajo la acciéon de una
resultante F = F(t) adoptan las formas:

V=X=2[F,senwtdt = ———coswt ()
m-0 mw
Y,

11 b
X =y gt ®

Pero la segunda ley de Newton para el movimiento de la particula bajo la
resultante F = Fysenwt, establece que:

.o 1 1

X = ;Fosenwt = EF(t)
Entonces,
g(t) = [ Fy senwt = —%coswt

Por lo tanto

Fo
mw?2

X=- senwt (o)

Movimiento rectilineo - la resultante es una funcién de la posicién

Frecuentemente se tiene una particula con movimiento rectilineo, debido a la
accién de una fuerza resultante, que es una funciéon de la posiciéon de la
particula, F=F(x). Este tipo de movimiento se puede representar graficamente
por una funcién posicién tiempo, como se muestra en la figura 30.

Fo

v

X

Figura.30. Movimiento rectilineo de la particula con accién de una fuerza resultante
Fuente: Pinto, Gdmez, Ariza. 2019.
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En este caso, se puede igualmente obtener una solucién de la ecuacién
diferencial por el método de separacion de variables. Entonces la ecuacion (2)
toma la forma:

%:%F(x) (5.18)

Multiplicando el primer miembro de la ecuacién (5.18) por dx/dx y luego
separando las variables:

vdv = —F(x) (5.19)
Integrando ambos miembros de la expresion (5.19):

v2 1
S+ €= [} F(x)dx (5.20)

Reemplazando en la expresion (5.20) las condiciones iniciales del movimiento
cuando t =0,x =x, V =1V,, sabiendo también que en el instante inicial

f F(x)dx,es nula se obtiene C; = V§#/2. Sustituyendo:

v myg
2

= [Z F(x)dx (5.21)

La Ecuacién (5.21) evidentemente establece que, la variacién de la energia
cinética de una particula en movimiento rectilineo, que se mueve bajo la accién
de una fuerza resultante que depende de la posicion de esta, es igual al trabajo
realizado sobre la particula por la fuerza resultante. Sin embargo, esta ecuacién
también es util cuando se requiere calcular la velocidad en funcién de la posicion.

Haciendo,
Jo Fdx = g(x) (5.22)

La ecuacién (5.22) puede escribirse:

d 2 (5.23)
V=t W +igw

El signo de (5.23) se selecciona de manera que coincida con el de la velocidad
inicial. Separando las variables en la Ecuacidén (5.23) e integrando, obtenemos:

dx
t+C, = [—2 (5.24)
’ fi [Vo?+29(x)

Para calcular el valor numérico de la constante de integracion C, se consideran
las condiciones iniciales cuando t = 0,x(0) =X, se obtiene C, =0.
Sustituyendo en, resulta:

](. (5.25)
X“+«/V += g(x)
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De esta manera, se obtiene una expresion de forma x=f(t). Se entiende que
cuando F(x) sea una funcidn conocida, las ecuaciones (7), (7.a) y (8) permiten
calcular la velocidad y el desplazamiento de una particula como una funcién
del tiempo.

Problema ilustrativo 1

Una particula de masa m, se deja caer de su posicién de reposo desde una altura
h respecto del centro de la Tierra, ver la figura 31. Si se desprecia la resistencia
del aire, Se pide: a) Determinar la fuerza que el planeta ejerce sobre la
particula, como una funcién del radio de la Tierra y de la distancia y a su centro,
b) Hallar las expresiones generales, para la velocidad y el tiempo de caida de
la particula en funcién de su posicién Y.

k+Y

\ Posicion de reposo

m/
(D “

Posicion  +~ | % Genética
\

M oL’ F(Y) H

y
v \ v
O

v

R

Figura.31. Movimiento en caida de una particula en reposo
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza.2019.

Solucién

a) La particula es un sistema de masa constante, sometida a la acciéon de una
fuerza conservativa.

La particula de masa m y la Tierra se atraen mutuamente, segun la ley de
Gravitacion Universal mediante una fuerza proporcional al producto de sus
masas e inversamente proporcional al cuadrado de su distancia, ver figura 32,
seglin la recta que une sus centros. La fuerza resultante de atraccién para una
posicion genérica de la particula, sera:

F(y) = =5~ (a)
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l Fy="WR?/Y?
Y
Centro de la tierra

O

Figura.32. Diagrama de fuerzas resultantes de atraccion de la particula
Fuente: Pinto. Gdmez, Ariza.2019.

Siendo M, m respectivamente la masa de la Tierra y de la particula, mientras
que C = 6.67x1078cm3/Kg — s? es la constante de Cavendish.

Se conoce, que el peso w de la particula en la superficie del planeta, viene dado
por la relacion.

W = mg = CMm (b)

Siendo R la radio de la Tierra. Despejando CM de la expresion (b) y
sustituyendo en la ecuacion (a), obtenemos:

WR?
FO) = - ©
La ecuacién (c) permite determinar la fuerza resultante que ejerce el planeta
sobre la particula, en funcién de su posicién Y.

b) para encontrar la velocidad y el tiempo de caida, se aplican respectivamente

las ecuaciones (7) y (8), con V, = 0, asi:
2__2 Y _ 29 (ywR oo (BT

V= %hﬂﬁW—whyﬂW—MLL

De donde se obtiene:

7~ fore G- @

Y, ademas:

(=l @)
I

Pero,

g(») =WR*(1/Y — 1/h) €

Reemplazando (f) en (e), queda
~ J2ghn
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Para resolver la integral de la ecuacién (g), se realiza el siguiente cambio de
variable

Y = hcos?6 (h)

De la expresion (h) se deduce que:

dy = —2senf cos 0 dO €y
Y,
0 = arccos+/Y/h @

Sustituyendo (i) y (j) en (g), se obtiene:

ZhZ/Rf cos? 0.sen26.cos? 0 ZhZ/Rf do k)
J2gh —sen26
Integrando la ecuacién (k), resulta:
t= U /R (0 + 1/2senf) 0
Sustituyendo y y = h cos? 0, se obtiene finalmente:
h?/R
=\/ﬁ(arccos Jy/h+y/h(1—y/h) (m)

La ecuacion (m), permite calcular el tiempo de caida de la particula para una
posicidon dada y en el intervalo R <Y <h.

Problema ilustrativo 2

El extremo A de una cadena AB, de longitud L, se sujeta temporalmente sobre
la cubierta lisa de una mesa, quedando colgante un tramo de longitud b, como
se indica en la figura 33, al soltar el extremo A, la cadena comienza a moverse.
Encontrar:

a) las expresiones generales para el mddulo de la aceleracién y para la rapidez,
en términos de desplazamiento X del extremo A.

b) Hallar el mddulo de la aceleracién y la rapidez de la cadena cuando el
extremo A deja la superficie de la mesa.
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L-b

< J
< »|

Ooocoocooocoooc000

Figura.33. Desplazamiento de la cadena sobre una supertficie lisa de la cadena
Fuente: Mecdnica Vectorial E. Russell Johnston, Jr, 2010

Solucién

a) El sistema esta formado por los segmentos de cadena (L - b) que se
encuentra sobre la mesa horizontal mds el segmento de cadena b colgante, el
extremo A, representado por el ultimo eslabdn inicialmente se encuentra en
reposo y el peso de porcion b colgante se encuentra en equilibrio por la tensién
o fuerza aplicada al extremo A, la cual produce un reposo total del sistema
“x=2x+=b (@)
g L L

Por lo tanto, para t, = 0, X, = 0,V, = Opara el dltimo eslabdn en el extremo A
de la cadena.

Al dejarse en libertad el extremo A este se desplaza una distancia X igual al
desplazamiento vertical de la porcidn colgante que cae por su peso.

Aplicando la segunda ley de Newton tanto el extremo A (Gltimo eslabén) y a la
porcién que cae se obtiene:

a=%=2(x+b) (b)

L

La ecuacion (b) da la aceleracion del extremo A de la cadena en funcién de la
posicién X. Usando la ecuacion (7.a) con las condiciones iniciales, cuando t =
0,X(0) =V, =0,X(0 = 0), se obtiene:

V= 2w ©

Siendo,

90 = [7 F@dx =% [¥(x + b)dx =ﬂ("; + bx) (d)

L
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Sustituyendo (d) en (c), tenemos:

V= |92+ 2bw) ©

La ecuacion (e) da la velocidad instantanea del extremo B de la cadena en
funcion de la posicion x.

b) Las condiciones finales del movimiento del extremo B de la cadena, son las
siguientes:

x=L-b,

x = V (velocidad con que el ultimo eslabén abandona la mesa). De las
ecuaciones (b) y (e), se deduce:

a=g/L(L-b+ b)=g

Y, ademas

V=JalllL-b7 T LB = |2 -b) = [g(L—%)
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CAPITULO VI

Movimiento rectilineo de sistemas mecanicos donde la fuerza resultante
es una funcién de la posicién o de la velocidad

Con el propdsito de profundizar atin mas en el estudio del movimiento
rectilineo de una particula y trasnacional de un cuerpo rigido bajo la accién de
una fuerza resultante, que dependa de la posicion o de la velocidad, se presenta
a continuacién el concepto de sistemas mecdnicos constituido por ciertos
elementos bdsicos donde las ecuaciones del movimiento se encuentran
aplicando las leyes de Newton.

Sistemas mecdanicos

El juego de dos resortes de la figura 34 se utiliza para detener el simbolo A de masa
m que llega a una velocidad V e invierte el sentido de su movimiento. El resorte
interior aumenta la deceleracion y su posicidn ajustable se emplea para regular el
punto exacto en el que se invierte el Sentido del movimiento del embolo.

Es una combinacion de mecanicos componentes que actian conjuntamente con
el proposito de alcanzar un objetivo especifico. Un componente mecdnico es un
elemento particular que cumple con una determinada funcién en un sistema

TITTTTTTTTTT77 /////////////
200000 B
L

////////////////

b

<——>

Figura.34. Juego de dos resortes
Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko

Un sistema mecanico es dindmico si responde en el presente en su fun-
cionamiento con datos de entrada en el pasado, en las ecuaciones que describen
y explican su movimiento. De aqui se tiene que cualquier sistema mecdnico
dindmico puede ser estudiado mediante la aplicacién de las leyes de Newton.
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En estos apuntes no ocuparemos de tres tipos de elementos mecanicos:
elementos de inercia, de resorte y de elementos amortiguadores.

Elementos de inercia

Es un elemento mecdnico representado por las masas y los momentos de inercia
y el mismo puede definirse de dos maneras, segun el tipo de movimiento que
tenga el cuerpo, asi:

a) Movimiento de traslacion:

Masa=fuerza / aceleracion lineal= = Kg

N
m/s?
b) Movimiento de rotacion:

. . .7 N
Momento de inercia=Par / aceleracién angular= e
Elemento resorte traslacional

Es un elemento mecanico que se deforma por la accion de una fuerza externa,
de manera que la deformacion sea proporcional a la fuerza aplicada.

En la figura (35 a) se muestra un resorte deformado con respecto a su posicion
original por dos fuerzas aplicadas una en cada extremo.

Xa Xz

(@)

Figura.35 (a). Deformacién de un resorte con respecto a su posiciéon
Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata. 1995

Las posiciones X; y X, de los extremos del resorte han sido medidas desde el
mismo sistema de referencia inercial, siendo:

X,: el desplazamiento lineal de un extremo.

X,: el desplazamiento lineal del otro extremo.

Entonces X;- X, es el desplazamiento lineal neto de los extremos del resorte.

Las fuerzas F son de igual magnitud y tienen ademas la misma recta de accidn.
Siendo asi la fuerza F y el desplazamiento neto X;- X,=X se relacionan
mediante la expresidn:

F=KX=KX, —X,) (6.1)
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Donde K es la constante elastica del resorte llamada también constante de
proporcionalidad, de la ecuacién (a) es facilmente deducible que la dimensién
de K es fuerza/desplazamiento = Newton/metro.

El resorte traslacional, pierde su condicién cuando este se deforma mads alld de
su limite eldstico, alcanzando un punto a partir del cual la fuerza dividida por
el desplazamiento unitario deja de ser constante. Si se contintia deformando
atn mas, se llega a un punto de ruptura del resorte. La constante elastica del
resorte es una medida de la rigidez del mismo, un valor relativamente alto de
la constante K, significa dureza del resorte y lo contrario un resorte suave, ver
figura 35 (b).

A Resorte traslacional
F(x)

v

(b)

Figura 35 (b). Deformacién de un resorte mas alld de su limite eldstico
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Resorte equivalente

Dos resortes instalados en paralelo o en serie, pueden ser sustituidos por un
solo resorte equivalente. El proceso mediante el cual se obtiene un resorte
equivalente a otros dos, se llama composiciéon de resortes. Caso contrario,
descomposicién de resortes. En el sistema mecdnico equivalente con rigidez
F = K, + K, que se muestra en la figura 35 (c) y (d).

(c)

Figura, 35 (c) Resorte instalado en paralelo K; y k»
Fuente: Dinamica de Sistemas. Katsuhiko Ogata.1995
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K1
- ANNA

(d)

Figura, 35 (d). Resorte equivalente k= ki + ko
Fuente Dinamica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995.

En general, para (n) resortes instalados en paralelo con constantes {K;,
K,, K;....,K,} se puede deducir también que:

K=" Ki (6.2)
Siendo K la constante equivalente del sistema. Para todo sistema de resorte
conectados. En serie, tal como los que se ilustran a continuacion en la figura 35
(e), se tiene que:

K = Kk (6.3)

K1 K2

e YAVAVAY e N AV m

(e)
Figura 35 (e). Resortes instalados en serie con constantes K, yK,

Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995

Si son n resortes instalados en serie con constantes {K;, K,, Ks....,K,}, se
puede demostrar que:

l=i+i+i+_”+i= T,l_l (64)
k n i

Elemento amortiguador traslacional

Es un elemento mecanico que absorbe energia y la disipa en forma de calor al
medio que lo rodea. Un amortiguador estd compuesto por un cilindro lleno de
un fluido viscoso y un pistén con un vastago, Ver la figura 36.
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Vi Cilindro
f’ - " Vs
. » O Lj:F
o ]
—— Viéstago ¥ pistén
(a)

Figura 36. Amortiguador traslacional
Fuente: Dinamica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995

Las fuerzas F son de igual magnitud y tienen la misma recta de accién. La fuerza
F es directamente proporcional a la diferencia de las velocidades de los
extremos del amortiguado, matematicamente:

Siendo u la constante de proporcionalidad o coeficiente de friccién viscosa y
V, —V, son las velocidades de los extremos del amortiguador traslacional las
cuales se miden desde el mismo sistema de referencia. Obsérvese que la
posiciéon de los extremos a diferencia de los resortes, no participan en la
ecuacion (a), mientras que aparece el factor V, — V, como la velocidad relativa
de traslacion de los extremos.

Nétese que el amortiguador es un elemento mecdnico que ofrece una
resistencia al movimiento, En consecuencia, se le considera como un elemento
de resistencia mecanica.

Sistema mecanico masa - resorte

El ejemplo mas sencillo e importante del movimiento rectilineo de una particula
o de la traslacion rectilinea de un cuerpo rigido, que se mueve bajo la accién
de una fuerza resultante que es una funcién de la posicién, lo constituye un
sistema masa - resorte sin rozamiento, en donde la resultante que actia sobre
una masa que se mueve como una particula, es proporcional al desplazamiento.

La figura 37 muestra un sistema formado por una masa suspendida de un
resorte, obligada a moverse en la direccidn vertical. Durante el movimiento del
sistema acttian sobre la masa dos fuerzas, a saber: la fuerza gravitacional mg y
la fuerza del resorte KX. Por conveniencia, se seleccioné como positivo el
desplazamiento hacia abajo.
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<

K < Longitud libre

<
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K AN l Ké=mg mg+kx=kd+kx
@ O g ot
Antes de suspender la masa & > k >|;|
m
Posicién de equilibrio estdtico ¢ /\
! <
(b) ) <
La masa produce la deflexion §
posicién de equilibrio

Posicién de referencia

i

(c

Desplazamiento de la posicion de equilibrio por una fuerza externa

O = deflexién estatica

Figura 37. Sistema mecéanico masa —resorte
Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995

La accion de la fuerza gravitacional mg, alargara el resorte una longitud &, que
en adelante llamaremos deflexion estatica, produciendo una tensién, que
obligara a una reaccién vertical dirigida hacia arriba sobre la masa suspendida,
lograndose asi que la resultante que sobre el cuerpo sea nula (Ké = mg), por
lo tanto, este se encuentra en una posicion de equilibrio estético, fig. 37 (b). Si
ahora se desplaza la masa hacia abajo una distancia X, con respecto a su
posicion de equilibrio por la accién de una fuerza externa (dentro del limite
elastico del resorte) la cual aumentara la fuerza en el resorte. Si luego se suelta
el sistema, la fuerza del resorte actia hacia arriba y tiende a jalar la masa hacia
arriba por efecto de la fuerza no equilibrada, entrando asi, el sistema en
movimiento rectilineo. Mediante la aplicacién de la segunda ley de Newton,
obtenemos la ley del movimiento del sistema masa- resorte.

m= % =mg — (mg + kx) (6.6

En forma equivalente:

Px kL (6.7)

Siendo K la constante elastica del resorte y representa la fuerza que se necesita
para estirar una unidad de longitud al resorte. Si medimos el desplazamiento X
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desde la posicién de equilibrio, entonces el peso mg del cuerpo puede omitirse
de la ecuacioén diferencial ordinaria del movimiento, ya que mg = k$.

La masa suspendida que se desplazé hacia abajo la distancia X medida a partir
de su posicion de equilibrio, se suelta de manera que X, y V, sean
respectivamente el desplazamiento y la velocidad inicial de la masa m. La masa
oscilard y el movimiento rectilineo sera del tipo vibratorio periddico, ya que el
cuerpo oscilara alrededor de un punto fijo que es la posicién de equilibrio. El
movimiento periddico que se observa al desplazarse la masa a través de la
posicion de equilibrio estdtico, es una vibracion libre, debida a ciertas
condiciones iniciales.

Para hacer una descripcién completa del movimiento rectilineo del sistema
masa - resorte, donde la masa suspendida puede ser considerada como una
particula, es necesario conocer el desplazamiento X en cada instante (t) del
movimiento, se desprende de esta circunstancia, que en cualquier problema de
esta naturaleza se requiere determinar una funciéon X=X(t) la cual, debe
satisfacer la ecuacién diferencial (2), asi como también las condiciones iniciales
del movimiento. Es conveniente tener siempre presente, que la solucién de una
ecuacion diferencial de segundo orden es en general, una expresion que tiene
dos constantes arbitrarias de integracién, de ahi se desprende el nombre de
solucion general de la ecuacion para esta funcidn. Sin embargo, analiticamente
el problema se resuelve buscando primeramente la solucién general de la
ecuacion y posteriormente se determinan los valores numéricos para las dos
constantes de integracion, de tal manera que satisfagan las condiciones iniciales
del movimiento, es decir, cuando t = 0; V(0) =V, y X(0) = X,

Un método util para resolver la ecuacién diferencial de segundo orden con
coeficientes constantes expresada por la ecuacion (2), consiste en suponer que
la funciéon x = x(t) puede tener cualquiera de las dos formas: exponencial o
sinusoidal. Para poder obtener la solucién general de la ecuacién planteada. Se
supone que X = X (t) admite una solucién exponencial del tipo.

X(t) = De*t (6.8)

Siendo 4 una constante. Sustituyendo el valor de x = X(t) dado por la solucién
propuesta (6.7) en la ecuacion (6.8), se obtiene:

DA%e* + X pet = (6.9)
m
Dividiendo la ecuacién (6.9) por De’t, se tiene:
2+k_p (6.10)
m

La expresidn (6.10) suele llamarse la ecuacién caracteristica del sistema masa
- resorte, de la que obtenemos:

24k (6.11)
m
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Cuyas raices 4, y 4,, estan dadas por:

e [k (6.12)
Al_l\g’ 12—_1\/;

Estos dos valores de A obviamente satisfacen la solucién propuesta (b), Si
introducimos la notacidn:

K/m=W? (6.13)

Donde W es llamada frecuencia natural no amortiguada del sistema mecénico
masa — resorte k, m son respectivamente la constante eldstica del resorte y la
masa del cuerpo.

Como la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, debe tener dos
constantes arbitrarias de integracion en la soluciéon general, en consecuencia,
podemos expresar la solucién de la Ecuacion (6.13) en la forma:

X(t) = D;e™t + D,e~ Wt (6.14)

Aplicando las ecuaciones de Euler para expresar funciones exponenciales en
términos de senos y cosenos:

et = coswt + isenwt (6.15)
e” Wt = coswt + isenwt (6.16)

Bajo estas condiciones, la solucién general x(t) de la ecuacién (6.14) del
movimiento periddico, para el sistema masa - resorte, resulta:

X(t) = D;(coswt + isenwt) + Dy(coswt — isenwt)e™t = (6.17)
coswt + isenwt

O bien:

X(t) =i(Dy — Dy)senwt + (D, + D) coswt (6.18)
O también:

X(t) = Asenwt + Bcoswt (6.19)
Donde:

A=iD,-D,), B=D,+D, (6.20)

Derivando la ecuacion (6.19) respecto del tiempo t, obtenemos la velocidad
instantanea del movimiento V = V(t), como sigue:

V(t)=Aw cos wt—B w sen wt (6.21)

Para determinar las constantes A y B, debemos sustituir en las ecuaciones
(6.20) y (6.21), las condiciones iniciales cuando Sustituyendo: en (6.19)

X(0)=X,=B (6.22)
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En (6.20):
YO _ Yo _ 4 (6.23)
w w

A partir de las condiciones iniciales las ecuaciones (6.19) y (6.21) pueden
escribirse en la forma:

X() = %senwt + Xocoswt (6.24)
Y, ademas:
V(t) =V, =Vycoswt — Xowsenwt (6.25)

El movimiento peridédico descrito por las ecuaciones (6.24) y (6.25) se llama
movimiento arménico simple, y las mismas son valida para el caso en que la
fuerza restauradora del sistema masa - resorte, se exprese unicamente como
una funcion lineal de la posicién.

La ecuacidn (6.24) puede también escribirse de modo equivalente en la forma:

X(t)=C cos (wt+ ®) (6.26)
Siendo:
C =+A%2+ B2

Caracteristicas del Movimiento Arménico Simple (MAS)

La ecuacién (14) muestra claramente la naturaleza oscilatoria de la solucién de
la ecuacién (9) llamada ecuacién del movimiento arménico simple (M.A.S),
describe una funcién cosenoidal de wt, donde K y m representan la constante
elastica del resorte y la masa del cuerpo en movimiento vibratorio
respectivamente.

La constante determina la posicion horizontal de la funcién cosenoidal respecto
al origen wt = 0, y se llama fase o dngulo de fase, se define como la distancia a
la derecha de wt = 0, en donde la solucién corta por primera vez el eje horizontal
con pendiente positiva. Como muestra la figura 38. La constante positiva C. Se
llama amplitud de la vibracién, la cual se puede observar en la curva cosenoidal.

7\
| NG

> wt

Figura 38. Movimiento armonico simple
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.
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Periodo del movimiento arménico simple

Es el tiempo necesario para que un movimiento periédico vuelva a repetirse. El
periodo se denota por t y puede determinarse mediante la expresion:

T= \/12</Lm = 2Wﬂsegundos (6.27)

Frecuencia del movimiento armdnico simple

Es el niumero de ciclos completos por unidad de tiempo. La frecuencia se denota
por f y se determina por:

R L0 L U (6.28)
t 2T 2T
Amplitud

Es la medida del maximo desplazamiento de la masa hacia cualquier lado de la
posicion de equilibrio.

Problema ilustrativo 1

Si en el caso del dispositivo de la figura 39 el periodo de vibracidon observado
con un peso conocido P sobre el platillo es T, y el periodo observado con un
peso conocido Q sobre el platillo es T,. Hallar la constante k del resorte.

Solucién:

Sabemos que el periodo de vibracién del sistema masa-resorte bajo la accién de
la carga estatica P, estd determinado por:

T Jak/p

[P]

Figura 39. Representacion del Sistema masa- resorte en vibracién
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Y el periodo de vibracion del sistema bajo la carga estatica Q, es:
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v2 52

an=V9=p92=7=F (b)

En consecuencia, si elevamos al cuadrado las ecuaciones (a) y (b) restando
luego miembro a miembro las expresiones resultantes, se obtiene la constante
elastica del resorte:

2 @

Problema ilustrativo 2

El dispositivo de la figura 40 se emplea como acelerémetro y consiste en un
émbolo A de 113.4 gr. que deforma un resorte cuando el conjunto toma una
aceleracion (a) hacia arriba. Determinar la constante K del resorte, que
permitira al émbolo deformarlo 0,64 cm, mds alld de la posicidn de equilibrio
y tocar el contacto eléctrico cuando la aceleracién, cuyo aumento es uniforme
y lento, alcance 5g. El rozamiento es despreciable.

Solucién

Tomando la posicidn del equilibrio estatico del émbolo apoyado sobre el resorte
como origen y considerando que el émbolo A, estd obligado a moverse
verticalmente, tal como se indica en la figura 40. Si consideramos también que
el extremo inferior del émbolo es una particula en movimiento. Cuando el
émbolo comprime el resorte se produce una fuerza que segtin la segunda Ley
de Newton esta dada por:

ty ——— Ta

Posicion de equilibrio

0.64cm ;H
A4 |:|

Figura 40. Representacion del Movimiento del émbolo
Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995

Siendo y el desplazamiento hacia abajo mas alld, de la posicién de equilibrio.
Cuando el desplazamiento del extremo inferior del émbolo es igual a -0.64 cms.
que la aceleracién alcance el valor de -5g., se tiene que:

e v X 6, =¢,
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Problema ilustrativo 3

Un cuerpo de masa m y peso W estd suspendido de dos resortes, que tienen
respectivamente las constantes K; y K, "dispuestos en serie" como se indica en

la figura 41 (a). Demuéstrese que la constante equivalente para el sistema es

K1 .K,
K =22
K1+Ky
muestra en la figura (b) la constante de resorte equivalente es K = K; + K,.

——

K1

. Demuéstrese que, si los resortes se disponen en paralelo, como se

—/\V\/

N
Klg g K2
[

T Y1 m —Y
KZ% ®
|

(@

Figura 41. Representacion del cuerpo suspendido de dos resortes

Fuente: Dinédmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995

Solucion

Refiriéndonos a la figura 41 (a), se observa que bajo la accién estatica del peso
W del cuerpo, el resorte constante de K ;sufre un alargamiento y;, mientras
que el extremo inferior del resorte de constante K, experimentara al mismo
tiempo un desplazamiento y,. Ver la figura (41). Por lo que la fuerza W en cada
resorte es la misma y estd determinada por las siguientes expresiones:

W=K y,, W =K,y —y1) (a)
Eliminando del sistema de ecuaciones (a) el desplazamiento y,, obtenemos:
K, K, + K, (b)
Ky, =W+2W=—"—2Ww
2Y2 + K, K,

En consecuencia, la constante de resorte equivalente para el sistema de resorte
dispuesto en serie es:

K = m _ K1.Kp _ 1 (C)

1 1
K1 +K. 1.1
Y2 1+Kz KKk,
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Para los resortes en paralelo figura 41 (b), se tiene igualmente que bajo la
accion estdtica del peso W del cuerpo, ambos resortes sufrirdan un
desplazamiento igual a y. En consecuencia, la fuerza W sobre los dos resortes
se obtiene de:

W=K y+Ky (d
O también:
W=(K, +K)y=ky (e)

Siendo K = K; + K, la constante equivalente del resorte para el sistema
mecanico, que consta de dos resortes dispuestos en paralelo.

Problema ilustrativo 4

En el sistema indicado en la figura 42, al extremo derecho del resorte de
constante K; se le da un movimiento arménico X; = e cos w t. Determinar la
ecuacion diferencial del movimiento de la masa m.

ng O O Ky

(a)
KoX «—

(b) ‘ Ki(e cos wt-x)

K3X <

i mg
Figura 42. Representacién del movimiento de un resorte con constante k1
Fuente: Fuente Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995.
Solucién:

Al producirse el desplazamiento X; = ecoswt. del extremo derecho del
resorte de constante eldstica K;se genera automaticamente el desplazamiento
X del extremo derecho de los resortes en paralelo que tienen constante elastica
K, y K3, desplazamiento que es exactamente igual al sufrido por el extremo
izquierdo del resorte de constante eldstica K;, ya que el bloque de masa m es
rigido. En consecuencia, mediante la aplicacion de la segunda Ley de Newton,
se tiene que:

mxX = K;(ecoswt —x) — (K, + K3)X (a)

Conociendo que la constante equivalente de resorte K viene dada por K = K, +
Ks, se puede reescribir (a) en la forma:

mi + (K + K))X = Kjecoswt (b)
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La ecuacion diferencial (b), es la expresion que determina la ley de movimiento
del sistema mecanico dado.

Movimiento rectilineo — la fuerza resultante es una funcién de la
velocidad

Existen muchos problemas en la dindmica de la particula donde la resultante
de todas las fuerzas que actiian sobre una particula no es constante, sino que
depende de la rapidez con que esta se mueva, o sea F =F (v). Como ejemplo
de tales problemas podemos mencionar aquellos que involucran fuerzas de
arrastre aerodinamico, como es el caso, del movimiento de un avién o de un
misil. Para tales movimientos rectilineos particulares la segunda Ley de Newton
puede escribirse de la siguiente manera:

av _ lF(v) (6.29)

dt m

Multiplicando el primer miembro de la ecuacién (6.29) por dx/dx y luego
separando variables, e integrando obtenemos:

=m [l 6.30)
X+C=m|, F ) (
Para calcular el valor de la constante C; vamos a utilizar las condiciones
iniciales cuando t =0,X(0) =X,V (0) =1V, se tiene que C; =—X,.
Sustituyendo en la Ecuacién (6.30), queda:
X=X+ v vdy (6.31)

Vo F(v)

Para obtener la expresion de la velocidad separamos las variables directamente
de la expresion (6.30) y luego integramos, lograndose cuando t = 0 hasta t # 0
— v _av 6.32
t=mf) 2 (6.32)
Una vez resuelta la integral del segundo miembro de la ecuacién (6.32), se
despeja y se obtienen la velocidad instantdnea. Lo mismo puede ocurrir con la
ecuacion (6.31), si evaluamos la integral podemos luego despejar la velocidad
instantdnea resultando una expresion del tipo espacio-velocidad, Dependiendo
de la naturaleza del problema, emplearemos una u otra ecuacion resultando
ser esencialmente ambas integrales, métodos alternativos para el calculo de la

rapidez.

Problema ilustrativo 1

Una particula se mueve bajo la accién de fuerza F = Fi. La masa de acuerdo
con la ecuacién:

mo
[1_V2/CZ]1/2’
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Donde:
m, Esla masa en reposo y c es la velocidad de la luz.

Si la particula parte del origen cuando t = 0 con velocidad cero, hallar la
velocidad y el desplazamiento de m como una funcién de la fuerza y del tiempo
t, ver representacion en la figura 43.

Solucién

Aplicando la segunda Ley de Newton al movimiento de la particula, se puede
escribir la ecuacién diferencial ordinaria.

O~

m=f (v)

v

Figura 43. Representacion del movimiento de la particula bajo la accién de F
Fuente: Pinto. Gdmez, Ariza. 2019.

dv _ J1-VZ/c? F (@)
dt - my

Separando las variables de la ecuacién y luego integrando, se tiene:

t+c¢ = % arcsenV /C (b)
Para calcular el valor de la constante de integracién €, usamos las condiciones
iniciales cuando t=0, V (0) = 0, obteniéndose C; = 0. Sustituyendo este valor
en la expresién (b), resulta:

arcsenV /C = mFtC ()
0

De la ecuacion (c) puede verse que la fuerza es una funciéon de la velocidad y
del tiempo y de la misma puede deducirse que:
V = Csen (i) { (d)
mOC
Para hallar el desplazamiento de la particula como una funcién del tiempo,
multiplicamos el primer miembro de la ecuacién (a) por dx/dx y luego
separamos las variables X y V, lograndose:

— MoC _ _vdv (e)
d - F - /CZ_VZ
Integrando la ecuacion (e), se tiene:
X+C, =mT°C[—\/cz+v2] ®

C, se calcula considerando las condiciones iniciales cuando t = 0,X, =V, =0

2
Se tiene C, = — % Sustituyendo en (f), se llega a:
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F F o

moC?  myC? Ft (g)
%= o__o_\/Cz — C%sen? (_)
moC
De (g), puede expresarse en forma vectorial la ecuacion:

=P ()
X = F coS mOC l

Problema ilustrativo 2

El vagon de ferrocarril de la figura 44, que se ha soltado de la locomotora se
estd moviendo con una rapidez I/, La resistencia del movimiento del vagdn se
debe principalmente al arrastre aerodinamico, que para esta rapidez es
aproximadamente KV2. Si el vagén tiene un peso W, ¢Qué distancia deberd
recorrer antes de que su rapidez se reduzca a 0.6V,?

Soluciéon

Aplicando la segunda Ley de Newton al movimiento del vagén en traslacion
rectilinea, se obtiene:

0.60 Vo
VO — +X
E—
(a) (b)
Instante en que se suelta Instante en que se reduce la
el vagén velocidad a 0,60 vo

Figura 44. Representacién del movimiento del vagén
Fuente: Dinamica de Sistemas, Katsuhiko Ogata. 1995.

v _ KV2 (@)

dc w/g
Separando las variables v y t de la ecuacion diferencial (a), resulta:

gKV?2
Integrando la ecuacion (b), en el intervalo de velocidades V;, — V, se obtiene:

= WiI_W i, (©
t+Ci= T

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales cuando t =0, V(0) =V, se
calcula C; = 0. Por lo que la expresién (c¢) toma la forma:

1_9K (M) (@

v W\ gKV

Reemplazando en la ecuacién (d) a v por dx/dt, se obtiene:
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dx W \ gKV,

Separando las variables (x) y (t) de la ecuacién (e), luego integrando, resulta:

g%X+C2=Ln(%t+1) ®
Sustituyendo en (f) las condiciones iniciales, se obtienen C, = 0. Reempla-
zando en la ecuacién este valor, queda al despejar:

B WLn(g%H 1) ()
- gk

Para determinar el tiempo (t) necesario para que la velocidad se reduzca a 0.60
V,, se sustituye este valor de la velocidad en la ecuacion (d), obteniéndose

t=0.67 < (h)
gKVo

Reemplazando el valor de (t), dado por la ecuacién (h) en la expresién (g),

obtenemos la distancia que debera recorrer el vagén de que su rapidez, se

reduzca a 0.60V, asi:

— WLn(1.67) _ 0.5108W (1)
gK gK

X

Movimiento rectilineo en un medio resistente - la fuerza resultante es
una funcién de la velocidad

Frecuentemente el ingeniero enfrenta problemas en los cuales, un cuerpo se
mueve bajo la accién de una fuerza resultante que es una cierta funcién de la
velocidad del cuerpo. Como ejemplo de esta clase de problemas podemos
mencionar el movimiento rectilineo de cuerpos que se mueven en un medio
resistente.

Siempre que un cuerpo se encuentra en reposo, en un medio resistente, tal
como un fluido-gas o liquido o en una superficie rugosa, la fuerza de resistencia
del medio es nula. Sin embargo, cuando el cuerpo comienza a moverse,
encontrard una fuerza de resistencia que se opone a su movimiento. Las
"fuerzas de resistencia", representan formas de transferencia de energia de un
cuerpo al medio resistente que lo rodea. Energia, que suele ser reducida a calor
que fluye al medio ambiente. Ante la ausencia de otras fuerzas que promuevan
el movimiento, terminara el cuerpo finalmente en reposo. De esta manera, si
un sistema masa-resorte que oscila libremente en el aire, terminara en reposo
en su “posiciéon de equilibrio”, debido a que el sistema pierde gradualmente su
energia. De igual a un ferrocarril eléctrico con sus razones, cuando
encontrdndose en movimiento se le suspende al suministro de energia eléctrica;
disminuira progresivamente su velocidad hasta detenerse finalmente, debido a
las fuerzas de resistencia del aire y a la friccién de los rieles.
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Algunas veces, las fuerzas resistentes actuantes sobre un cuerpo, son de
magnitudes demasiado pequeiias para ser consideradas, si se le compara con
otras fuerzas que también acttian sobre él. En este caso, las fuerzas resistentes
pueden despreciarse, sin temor de cometer errores graves. Como ejemplo de
esta situacion, puede considerarse la caida de un cuerpo desde una altura
relativamente pequefia sobre la superficie de la Tierra. Podemos suponer, que
el cuerpo se mueve bajo la accién de una sola fuerza, concretamente la fuerza
de la gravedad, despreciando de esta manera, la resistencia del aire.

No obstante, existen movimientos rectilineos de cuerpos en ciertos medios
fluidos, en los que la fuerza de resistencia produce un acentuado efecto sobre
el movimiento. Como ilustracion de este tipo de movimiento, podemos no obrar
el de los aviones, misiles, barcos, el proceso de sedimentacién de pequefios
solidos en un depdsito de aguas tranquilas de una planta de tratamiento de
agua, etc.

Cuanto mayor sea la rapidez con que se mueva un cuerpo en un medio
resistente, mayor serd la resistencia del medio al movimiento, o sea que, la
fuerza de resistencia crecerd cuando aumente la velocidad del cuerpo. Este
fendmeno se puede observar claramente, en un dia en que no haya corriente
de viento apreciable, si se desplazara un motorizado, cada vez con mayor
rapidez, en una motocicleta.

Sabemos que la segunda Ley de Newton, enuncia la ecuaciéon general del
movimiento de una particula y no la de un cuerpo. Sin embargo, esta ley puede
aplicarse directamente al caso de traslacién rectilinea de un cuerpo rigido,
debido a que todas las particulas constituyentes del cuerpo tienen exactamente
el mismo movimiento, por lo que, se puede considerar al cuerpo como una
particula ficticia de masa igual a la del cuerpo y ubicada en su centro de masa.
A esta aplicacidn, no escapan los cuerpos que se mueven en traslacion rectilinea
en un medio resistente. Este es un problema tipo, del caso en que la fuerza
resultante que actda sobre una particula es cierta funcién de su velocidad.

Para determinar la expresion de la "fuerza de resistencia total", consideremos
un solido en movimiento a través de un medio resistente. Supongamos, 1) que
la fuerza de resistencia total que actiia sobre el cuerpo es una funcién
directamente proporcional a la magnitud de su velocidad relativa al medio
resistente, y 2) que dicha fuerza resistente siempre se opone al movimiento, es
decir, que tiene un sentido contrario al de la velocidad.

Si consideramos el caso de Cuerpos en movimiento con velocidades
relativamente pequeias, separadas entre si, por una fina pelicula de un fluido.
Entonces la "fuerza de resistencia viscosa", tendra un efecto predominante sobre
el movimiento, dicho efecto sera independiente de los materiales que
componen los cuerpos, pero dependera de la naturaleza del fluido lubricante y
de la velocidad relativa de los cuerpos. Para el movimiento rectilineo de un
cuerpo dado, separado de otro por una fina pelicula de fluido lubricante, la
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fuerza resistente es proporcional a la velocidad relativa de las superficies en
contacto, o sea,

R=-uV (6.33)

En donde g (“mu” griega) es una constante de proporcionalidad llamada
“coeficiente de viscosidad” o simplemente “viscosidad dinamica o absoluta”.
Este coeficiente es una constante para un fluido determinado, para una
temperatura particular. Por lo tanto, u es una cantidad escalar, que es una
propiedad del fluido, que tiene como férmula dimensional a [FT/L?] o [M/LT].
La ecuacion (17) muestra que cuando no existe movimiento relativo entre las
superficies de los cuerpos en contacto, la fuerza de resistencia viscosa es nula,
independientemente del valor de u.

Esta ley se aplica igualmente al movimiento de particulas de forma esférica, que
caen a través de un fluido inicialmente en reposo bajo la accién de su propio
peso. La esfera se acelera, hasta cuando la fuerza neta que acttia sobre ella se
anula, es decir, hasta el momento en que su peso es equilibrado por la suma
del empuje (boyantez) y la fuerza resistente causada por el flujo del fluido
alrededor de la esfera. En ese instante, ya no es posible ninguna aceleracién y,
por lo tanto, se dice que la particula ha alcanzado su “Velocidad terminal”.

Se supone que, el movimiento de la esfera dentro del fluido es de tal manera,
que las fuerzas de inercia (fuerzas requeridas para acelerar o desacelerar las
particulas del fluido) son despreciables, en comparaciéon con las fuerzas
resistentes de la viscosidad, o lo que es lo mismo, el movimiento se analiza,
sobre la base de que el nimero de Reynolds (Re) correspondiente, es lo
suficientemente pequefio. Bajo estas hipdtesis, Stokes encontré que la fuerza
de resistencia que se opone al movimiento, viene dada por:

R=-3 nduVv (6.34)

En donde d es el diametro de la esfera, V la velocidad relativa de la esfera con
relacion al fluido no perturbado, y u representa el valor de la viscosidad
dindmica o absoluta del fluido, como lo representa la figura 45.

— Empuje Fuerza de arrastre

l Peso

Figura 45. Movimiento de la esfera en un medio resistente
Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata. 1995
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Es oportuno aclarar, que la ley de Stokes es vélida para valores del niumero de
Reynolds: Re = pVd/u = Vd/v < 0.1 siendo p la densidad del fluidoy v = p/p
la "viscosidad cinematica". Es evidente que un valor alto de p, d o V o es su
defecto, un valor pequefio de p produccién un valor alto de Re. Asi mismo, unas
densidades bajas a una viscosidad dinamica alta produciran un valor bajo de
Re. La suposicion de que las fuerzas de inercia, puedan ser despreciables
requiere que el nimero de Reynolds sea menor que 0.1 (Re < 0.1). Un valor
alto de Re, significa que las fuerzas de inercia predominan en el flujo, mientras
que las fuerzas resistentes viscosas son despreciables. Sin embargo, cuando Re
tiene un valor relativamente pequefio, la fuerza de resistencia viscosa domina
el flujo y las fuerzas de inercia se hacen despreciables. Todo esto, es debido a
que las fuerzas de resistencia viscosa son proporcionales a la viscosidad p y las
fuerzas de inercia que causan la aceleracion del fluido lo son, a la densidad p.
A menudo se involucra en los problemas de movimiento en un medio resistente
fluido a la relacién v = p/p, que es la llamada viscosidad cinematica, relacién
que hoy en dia, ha sido considerada como una propiedad del fluido; y que tiene
una férmula dimensional:

M/LT L?

[ = [F]
Para calcular la “velocidad terminal” de una pequefia esfera en movimiento en
un fluido resistente en reposo, sobre el supuesto de que el niimero de Reynolds
es lo suficientemente pequefio, como para que la ley de Stokes sea valida,
siendo p y p, respectivamente las densidades del fluido y de la esfera. Se
establece la condicién de equilibrio en la figura 46 igualando el peso de la

esfera, a la suma del empuje (boyantez) y la fuerza de resistencia viscosa de la
siguiente manera:

%d3psg = gd3psg + 3mduV (6.35)
De donde, se obtiene:
y = Lles=plo (6.36)
18u
%d%g 3ndy T 3
- d°psg

l

Figura 46. Condicién de equilibrio de la esfera
Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995
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La ecuacién (b) también esta sujeta a la limitacién Re < 0.1. Esta ecuacién nos
muestra que la velocidad terminal crece con el cuadrado del didmetro de la
esfera y decrece con la viscosidad dindmica. Este hecho, es facilmente
observable, mientras se ejecutan los experimentos del caso.

La Ley de Stokes, puede aplicarse también a la solucién de problemas que se
refieran al depdsito de pequefios sélidos en el medio agua y al vapor de agua
en la atmosfera, si estos elementos se consideran esferas pulidas.

Un cuerpo sélido que se mueve en un medio fluido de densidad p grandes
velocidades, experimenta una resistencia a su movimiento. Newton fue el
primero en proponer una expresién matemadtica, para determinar la fuerza
resistente en tales casos. El dedujo que en la unidad de tiempo un cuerpo de
seccién A, normal a la direcciéon del movimiento, transmite su propia velocidad
a una masa de fluido (condicién de no deslizamiento). Para evaluar dicha masa,
consideremos la seccion A dividida en elementos diferenciales de area dA.
Entonces, la masa con velocidad V que, se desplaza a través del elemento
diferencia del area dA es vdA, por lo que en la unidad de tiempo la seccién A,
le comunica su propia velocidad a una masa total determinada por la expresion:

J,pVda = pAV (6.37)

Ahora, debido a que la fuerza necesaria para hacer esta operacidén es
proporcional a la variacién de la cantidad de movimiento lineal, Newton pudo
escribir la expresion:

R = Z_f = (pAVV (6.38)

La expresion (6.38) permiti6 a Newton, deducir que la fuerza resistente al
movimiento rectilineo de un cuerpo dado, a través de un medio resistente fluido
es directamente proporcional al cuadrado de la magnitud de su velocidad.
Utilizando estas consideraciones, Newton encontr6 que la fuerza que se opone
al movimiento de traslacién rectilinea del cuerpo tiene el valor.

R = C5pAV? = —CKV? (6.39)

La ecuacion (19) es la llamada ley cuadritica de resistencia", donde K =
1 . . . .
E pAy C una constante o coeficiente de resistencia, cuyo valor aumenta

considerablemente al pasar de velocidades inferiores a la del sonido o a
velocidades superiores, hasta llegar a tender a hacerse constante para
velocidades relativamente altas; en realidad, un estudio mdas minucioso del
coeficiente C, estd fuera del alcance del capitulo.

Cuando el medio fluido resistente es el aire, al caer un cuerpo de masa m con
movimiento rectilineo se mueve realmente bajo la accién de dos fuerzas. Una
es la fuerza de gravedad mg y la otra es una fuerza de resistencia del aire que
se opone a la caida del cuerpo.
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Cuanto mayor sea la rapidez de caida del cuerpo, tanto mayor serd la resistencia
del aire. Experimentalmente se ha comprobado que a velocidades no mayores
de 2 m/s. La fuerza de resistencia del aire es proporcional a la rapidez. Luego:

R =-bVv (6.40)

Donde V es la velocidad de caida del cuerpo, b un coeficiente de
proporcionalidad que depende del tamafio y de la forma del cuerpo y el signo
menos significa que la fuerza de resistencia R se opone al movimiento ver figura
47.

0

€)) (b)
Fuerza esférica Cuerpo fusiforme
Resf: fuerza de resistencia Rfus: fuerza de resistencia

Fie.47. Rapidez de caida de un cuerpno con la resistencia del aire
Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata. 1995

Para una misma velocidad de caida V e igual seccion transversal de la esfera y
el cuerpo fusiforme, se tiene aproximadamente que:
Resf =~ Rfus (6.41)

Si las velocidades de caida del cuerpo, son mayores de 2 m/s, entonces la
magnitud de la fuerza de resistencia del aire se hace mucho mayor que bV y se
considera directamente proporcional al cuadrado de la rapidez, la que adquiere
el valor:

R =-bV? (6.42)

En general, las ecuaciones (20) y (21) pueden ser representadas por una
expresién Unica, en la forma:

R=-bV" (6.43)

Siendo n un nimero cuya magnitud dependera de la velocidad. Cuando V esta
comprendida entre 1 y 2 m/s, se dice que el flujo es laminar y el valor de n es
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aproximadamente 1; mientras que, si la velocidad es mayor de 2 m/s, entonces
la magnitud de la fuerza de resistencia del aire crece, en este, se considera que
el flujo es turbulento y el nimero n se aproxima al valor 2. En resumen:

V. < 2m/s, R= —bV (flujolaminar)
V < 2m/s, R= —bV? (flujo turbulento)

También se ha comprobado experimentalmente, que la velocidad de un cuerpo
en caida libre, se aproxima a una "velocidad terminal", ver figura 48. En otras
palabras, después de cierto tiempo durante la caida el movimiento rectilineo
del cuerpo, se hace uniforme y por supuesto su aceleracién, se anula. Esto
quiere decir, que la resultante de todas las fuerzas que actian sobre el cuerpo
se hace igual a cero y se dice entonces, que el cuerpo ha alcanzado su velocidad
terminal (velocidad uniforme), ya que la fuerza de gravedad mg es
"equilibrada" por la fuerza resistente del aire, o sea, que para el caso en que la
velocidad V < 2 m/s y existe equilibrio dindmico, se satisface

Por lo tanto,
x 2 g Ot (6.45)

2F, V2-bp2

T bv
x+l

mg

Fig.48. Diagrama de las fuerzas que acttian sobre un cuerpo con resistencia al aire
Fuente: Pinto. Gémez. Ariza.2019.

Siendo V la velocidad terminal uniforme. Si existe el equilibrio dindamico, la
segunda Ley de Newton establece que:

N (6.46)
Que es la ecuacion del movimiento, antes del equilibrio.
Movimiento rectilineo - la resultante es una funcién de la fuerza
resistente y/o una combinacién n de esta con otras fuerzas

Se ha estudiado distintos tipos de fuerzas resistentes al movimiento rectilineo
de los cuerpos rigidos. También, la traslacion rectilinea de los cuerpos rigidos
que puede ser considerada como el movimiento rectilineo de una particula
ficticia de masa igual a la del cuerpo y ubicada en su centro de masa.

| 115 |



LACIDES PINTO MINDIOLA - OLENKA GOMEZ JULIO
FERNANDO ARIZA DAZA

En la mayoria de los problemas objeto de la referencia la fuerza resistente,
acttia un cuerpo o particula en combinacion con algunas otras fuerzas, es decir,
la resultante de todas las fuerzas que intervienen, puede depender de una
fuerza constante o de las variables tiempo, desplazamiento, velocidad o de una
combinacién de fuerzas que son funciones de dichos pardmetros.

Existen muchos problemas de movimiento rectilineo en los que actiian fuerzas
que son una funcién de dos o més variables como las seflaladas anteriormente
donde no es posible separarlas, situacidon estd, que complica la solucién de los
problemas. Sin embargo, para una mejor comprension de algunos casos que se
presentan con mucha frecuencia, se procede a ilustrarlos a continuacion.

Movimiento rectilineo - la fuerza resultante es la resistencia viscosa

En general, la fuerza de resistencia viscosa puede expresarse en la forma.
R = -kV (6.47)

La figura 49 muestra una particula de masa m animada de movimiento
rectilineo bajo la resistencia viscosa -KV como fuerza unica Si se aplica la
segunda Ley de Newton al movimiento en forma diferencial, obtenemos:

@ _ gy (6.48)
dt

Vo

— > +X

KVC

m

(@

Fig.49. Particula de masa m bajo resistencia viscosa
Fuente: Pinto, Gémez. Ariza.2019.

Separando variables de la expresion (b) e integrando luego, queda:

t=—2[" 2= —2 (v — LnV,) (6.49)

K “vo v
De (c) aplicando el concepto de logaritmo, se deduce
V = Ve K/mt (6.50)

Para obtener la ecuacién que determina la posicion de la particula en cualquier
instante expresemos la velocidad V de la ecuacion (23) en la forma dx/dt,
Luego se separan las variables y se integra, resultando:

X +Cy = —=VoeK/me (6.51)

Para calcular C;vamos a considerar las condiciones iniciales cuando t =
0,X(0) = X,V (0) = 0y se obtienen C; =V, K/m. Reemplazando este valor en
la expresion (6.51) se obtiene finalmente.
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X=v5(1- e%’) (6.52)

Movimiento rectilineo — la fuerza resultante es la resistencia cuadratica

La figura 50 muestra una particula de masa m con movimiento rectilineo con
velocidad inicial V,, bajo la accién tnica de la resistencia cuadratica. Aplicando
la segunda ley de Newton al movimiento de la particula, se obtiene:

m% = _CKV? (6.53)

R= CKV?2 Vo

(O

+X

Figura 50. Movimiento rectilineo de una particula con velocidad inicial V,,
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Separando variables de la ecuacion (a) e integrando, obtenemos:
P (6.54)

T ¢k v w2

Resolviendo la integral en (b), se tiene
(=i ]] (6.55)

Despejando la expresion (6.53) la velocidad V, se obtiene la relacién velocidad-
tiempo dada por:

V=— Yo (6.56)

(177

Para conseguir una relaciéon desplazamiento-velocidad, vamos a retomar la
expresion (a), cuyo primer miembro lo vamos a multiplicar por dx/dx aplicando
la regla de cadena y luego separamos variable e integramos, resultando.

x=-1 v av (6.57)
CK*“vo V

Resolviendo la integral del segundo miembro de la ecuacién (6.57), queda:

Xx="1In (ﬁ) (6.58)
CK 14
Aplicando a la ecuacién (6.58) la definicion de logaritmo, se tiene
Vo _ e%" (6.59)
=

De (6.59) se deduce que

V= Vyem” (6.60)
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Para hallar una expresion general posicién-tiempo, o sea X =f(t), vamos a
sustituir el valor de la velocidad V dado por la Ecuacién (6.58) en la férmula
(6.60), lograndose.

v
X = %an—g (6.61)

1+Vo%t’
Ecuacién que finalmente puede reducirse a

_m cK 6.62
x=2Ln(1+V, 5 t) (6.62)

Movimiento rectilineo- la fuerza resultante es una funcién de la fuerza
constante y de la resistencia viscosa

El esquema 51 muestra una particula de masa m, con movimiento rectilineo
bajo la accién de dos fuerzas: una constante dada y otra que es la funcion de
resistencia viscosa KV.

La ecuacion diferencial general del movimiento de la particula resulta ser
entonces:

dv _ Fy KV

dt m m

Siendo Fo/m la aceleracién producida por la fuerza de magnitud y direccién
constante Fo y es una resistencia que se opone al movimiento y que depende
fundamentalmente de la velocidad. Separando las variables t y V de la ecuacién
(a) e integrando, queda

Medio resistente

KV

Fo

Figura 51. Particula con movimiento rectilineo bajo la accién de dos fuerzas
Fuente: Dindmica de Sistemas, Katsuhiko Ogata.1995

X=21n(1+ V5t (6.63)
CK m

Para obtener el valor numérico de la constante de integracién c,consideramos
las condiciones iniciales cuando t = 0, X(0) = X, V(0) =V, obteniéndose al
reemplazar que C; = 0. Sustituyendo en la expresién (b), queda

~

b =tXN (6.64)
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Resolviendo la integral de la expresion (6.64), tenemos:

m% — —CKV? (6.65)

Siendo V,, la velocidad inicial y V la velocidad un instante t cualquiera, la
Ecuacién (6.64) después de aplicar la definicion de logaritmo, se puede escribir
en la forma general:

a . (6.66)

La ecuacidn general (6.65) relaciona la velocidad instantdnea con el tiempo. Si
sustituimos en esta expresion a V como la derivada de la posicion respecto del
tiempo (dx/dt), separando las variables X y T y volviendo a integrar, queda

x+ G =2y (1—«[71“) (6.67)

Si sustituirnos en la expresion (d) las condiciones iniciales cuando t =
0, X(0) =0,V(0) = Vyse tiene que C, = 0. Reemplazando el valor de c,en
(6.67), resulta

_Fop_m(Fo_ e (6.68)
x=5t K(K Vo)(l em)
La expresion (6.68) constituye la ecuacion general del movimiento rectilineo

de una particula en un medio viscoso que ademas esta sometida a la accién de
una fuerza constante F;.

Movimiento rectilineo — la fuerza resultante es una funcién de una
fuerza, constante y la cuadratica de la resistencia

Los esquemas que se muestran representan una particula de masa m con
movimiento rectilineo bajo la accién de dos fuerzas: una constante F, y la otra
la Ley cuadrdtica de la resistencia CKV2. Enla figura 52 (a) la fuerza constante
tiene como sentido el mismo del movimiento, o sea F, > 0, mientras que en la
figura (b) la fuerza constante F, se opone al movimiento rectilineo de la
particula al igual que la resistencia. Seguidamente vamos a resolver el primer
caso, en el cual la ecuacién diferencial del movimiento toma la forma

mZ = F, — CKV? (6.69)
dt
(@ (b)

Figura 52. Particula con movimiento rectilineo baio la accién de dos fuerzas
Fuente: Pinto, Gomez, Ariza.2019.
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Separando las variables v y t de la expresion (6.69) integrando después,
obtenemos

_ v dv 6.70
t=m va oKV (6.70)
Si hacemos en la expresion (6.70) a CF—;'( = b?,

_ mhE v _dv (6.71)
t - FO fvo b2_v2
Resolviendo la integral, se obtiene

_mb v]” _mb v\ _ ) (6.72)
t= o arctgh [b]vo = arctgh (b) arctgh (b)]

Para calcular la posicién de la particula, vamos a multiplicar al primer miembro
de la ecuacién(a) por dx/dx, separamos las variables x y v luego integramos,
obteniéndose:

X=m/[ vdy (6.73)

Fo—CKV?2

Dividiendo el numerador y denominador del segundo miembro de la ecuaciéon
. FO 2 . .
(d) por CKy teniendo en cuenta que = b“ se sustituye su valor en la integral

y queda
__ mb? v wvdv (6.74)
X = Fo fv@ b2—V?2

Resolviendo la integral del segundo miembro, de la expresién (e), resulta

2 2
X = 2= In[V? - b2, = - [Ln(VE — b?) — Ln(VE — b?)]
0

2F,
O en forma equivalente

x = mb%,  Voob? (6.75)

Para el caso particular en que la velocidad inicial de la particula sea nula (V, =
0) las ecuaciones (6.74) y (6.75) toman respectivamente los valores para la
velocidad y el desplazamiento dados por las férmulas

V = btgh (%) (6.76)
Y, ademas
X = m_bZL b? (6.77)

n
2F, b2-v2

Siendo b? = CF—;'( El sistema de ecuaciones (6.76) y (6.77) nos permiten expresar
la posicion de la particula como una funcién del tiempo X = f(t). Si
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reemplazamos en la expresion (31a) el valor de la velocidad dado por (30a),
resulta

_mbt, 1 (6.78)
X = o I e
O también,

mb? 1
X=—

2Fp n sech? (%)

O en forma equivalente,
X= m—szn cos’*h (@) (6.79)
Fo mb

Cuando la fuerza constante al igual que la resistencia también se opone al
movimiento de la particula, como se ilustra en el esquema (b), la ecuacién
diferencial del movimiento se expresa en la forma

—Fy — CKV? (6.80)

3
|
I

Para determinar el pardmetro tiempo, separamos las variables t y v de la
expresion (6.80) y posteriormente integramos, resultando

v (6.81)

t= _fF0+CKV2

Haciendo igual que en el primer caso, b? = F,/CK y dividimos el segundo
miembro de la Ecuaciéon (6.81) por CK, queda
_ mbp? fv dv (6.82)

t=——) ——
Fy “vo b2+v2

Resolviendo la integral del segundo miembro de la Ecuacién (6.82) se puede
escribir:

t = n;—: [arctg (%0) — arctg (g)] (6.83)

Para obtener la velocidad instantanea de la particula se despeja V. La ecuacién
que permite tener la posicion de la particula en cualquier instante se obtiene
multiplicando por dx/dx, separando variables e integrando, queda

mb? v Vdv (6.84)

Fo “Vo b%2+v?

Resolviendo la integral del segundo miembro, tenemos:

b? b? b2+vd 6.85
X = —Z’ToLn(b2 +V3y, = 7;T()Ln b2+:‘; (6.85)

El tiempo que tardard la particula en detenerse y el desplazamiento total
recorrido, se calculan cuando en las ecuaciones (6.84) y (6.85) la velocidad
instantanea V se anula, o sea
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_mb vo 6.86
e =" areeg ()] (6:86)
Y,
_mb?,  bivg (6.87)
2F, b2

Problema ilustrativo 1

Una particula de peso W estd cayendo verticalmente a través de un medio
resistente, tal como lo muestra la figura 53. La fuerza de friccidon ejerce un
arrastre que es proporcional a la velocidad de la particula, es decir, F = - KV,
en donde K es una constante de proporcionalidad que debe determinarse
experimentalmente para la particula y el medio en cuestiéon. Dado que la
particula parte del reposo en la superficie del medio resistente, determinar su
velocidad como funcién del tiempo.

Solucién

El problema es del tipo de movimiento rectilineo de una particula bajo la accién
de una fuerza constante que es el peso W y otra que es la resistencia viscosa.
Por lo tanto, la ecuacién diferencial del movimiento rectilineo de la particula
es

w_wv_K, (a)
m

Figura 53. Particula con peso W a través de un medio resistente
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Aplicando al movimiento de la particula la ecuacién (27), podemos calcular el
tiempo, segun la expresion general

% _ W—KW (b)
KT w-kv
Pero como la particula parle del reposo en la superficie del medio, entonces
Vo = 0, por lo que la expresiéon (b) se transforma al aplicar la definiciéon de
logaritmo neperiano en

w
w—-KV

= e%‘gt (C)

Despejando la velocidad de la ecuacién (c), obtenemos:
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K K

w w = w 2

V=———¢ wgtz—(l—e wgt)
K K K

Problema ilustrativo 2

Determinar la velocidad y el desplazamiento de una particula de peso W que
esta cayendo verticalmente a través de un medio resistente de la figura 54. La
fuerza de friccion ejerce un arrastre que es proporcional al cuadrado de la
velocidad, es decir, F=—Kv? (ver problema anterior).

Solucién

Como la fuerza de resistencia (arrastre) es proporcional al cuadrado de la
velocidad, entonces la ecuacién diferencial del movimiento rectilineo de la
particula adopta la forma

w_w_K. 2 (a)

T,

dt_m m

KV

W

Figura 54. Particula con peso W que cae verticalmente
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Como el movimiento rectilineo es del tipo, donde la fuerza resultante es una
funcién de una fuerza constante y ademas de la ley cuadrética de la resistencia,
entonces se puede aplicar la ecuacidn (29), para obtener la expresion general
del tiempo, asi

w \f (b)
arctgh LW — arctgh V—;/
i
Como la particula parte del reposo, entonces la expresion (b) se reduce
JE ©
t= TK arctgh -

Iz

Despejando la velocidad de la ecuacion (c), queda
w K )
= \/;tgh \/; gt
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Para determinar el desplazamiento, debemos tener en cuenta que la velocidad
inicial es nula (V, = 0), y por lo tanto, puede aplicarse directamente la ecuacién
(30b), la cual nos permita expresar la posicion en funcién del tiempo, o sea, X
= x(t) en la forma

r2e-2(3-w) (1) ©
De donde:
é y ®

Problema ilustrativo 3

El movimiento rectilineo de una particula en un medio resistente esta descrito
por la ecuacién S = —K(s)™. Si la particula partiera con una velocidad inicial
So = V,, determinar el dominio de n a condicién de que la particula pueda
detenerse en un periodo finito de tiempo. Determinar el valor de dicho tiempo,
ver la representacion en la figura 55.

Solucion:

La ecuacién diferencial del movimiento rectilineo de la particula, bajo la accién
de una fuerza unica originada por el medio resistente estd descrito por:

F (a)

K(s)" +y

Figura 55. Particula con peso W con una velocidad inicial S, =V,
Fuente: Pinto. Gémez. Ariza.2019.

Separando variables e integrando, obtenemos
t=—2% (b)
K “Vo sn

Para determinar el dominio de n bajo la condicién de que la particula pueda
detenerse resolvemos la integral del segundo miembro de (b).
1 cv E _ 1

t=—— [ ===
K YVo sn K

y1-nivo Vol—n

[ 1-n ]0 - (1-n)k

Por lo tanto, para que (t) tenga un valor real y finito debe cumplirse que: n <
. . , d

y 1 el tiempo que se requiere para que se detenga la particula es: md—i =F —

CKV?
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Problema ilustrativo 4

{Cudl serd el didmetro méaximo de una particula de polvo esférica de densidad
2500 Kg/m3® que se asentard en la atmodsfera (densidad 1.225 Kg/m3
viscosidad cinemadtica 14.9 mm?/s) de buen acuerdo con la ley de Stokes?
¢Cual serd su velocidad terminal de asentamiento?, representados en la figura
56.

Solucién

Evidentemente el problema es del tipo donde la particula de polvo esférica esta
sometida a la accién de una fuerza resultante que es una funcién de una fuerza
constante representada por el empuje y el peso de la particula y otra la
resistencia viscosa, por lo tanto, la ecuacién diferencial del movimiento
rectilineo de la particula es:

3ndMv

Zdpg
; l lw
d

T

Figura 56. Didmetro maximo de una particula de polvo en la atmdsfera

T[d3
54 PY

Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

(a)

dv _ E 3 _ i 3 _ 3_77-'
e (;d pzg —=d pgg) —duV
Cuando la particula de polvo ha alcanzado la velocidad terminal, la aceleracién
se anula, o sea dv/dt = 0, entonces la expresién (a) a partir de ese instante se
transforma en
_ é 3 _ é 3 _3m (b)

0= (£d%;9—£d°pg) — Zduv
La expresion (c) nos dice, que cuando el peso de la esfera de polvo se hace igual
a la fuerza total dirigida hacia arriba es porque se ha logrado la velocidad
terminal (uniforme). De la ecuaciéon (c) se obtiene la velocidad terminal
despejando y reemplazando, asi:

20, _ d2(2500-1.225)(X9)0.g12 (<))
V= da“(p3-p)g — ( - )(m3) 1,5122 = 74.61 X 106d2
18u 18x1.225(m—%)14.9x10_6(T)
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Pero también la ley de resistencia de Stokes para pequeilas esferas pulidas es
valida para valores del nimero de ReynoldsRe =pVd/u =V /v < 0.1 siendo p
la densidad del medio resistente y v la viscosidad cinemadtica. El maximo
diametro de la particula se obtiene evidentemente cuando a Re se le asigna un
maximo valor, Re = 0.1 para que de esta manera predomine la resistencia
viscosa, por lo tanto:

- 01 (€)
|4

O en forma equivalente reemplazando los valores en (e) y despejando, resulta

1.49%x107° ®

V=
d
Igualando las dos expresiones de la velocidad terminal dadas por (d) y (f),

queda:

1.49x10~6

74.61 x 107%d? = 7

De donde:

d3® =0.01997 x 10712m3

Por lo que el didmetro maximo de la esfera de polvo es

Aax. = 27.13um ®

Para calcular la velocidad terminal de la particula esférica, sustituimos el valor
del didmetro maximo en la expresién (f), lograndose:

-6
V=20 = 0.05497
27.13X10 N

Método de la fuerza masa y aceleracién - Movimiento curvilineo de una
particula

En el movimiento rectilineo de una particula, presentamos una resultante F de
todas las fuerzas que actuaban sobre una particula que tenia una direccién
constante e igual a la de cualquier movimiento inicial de la particula. Ahora, si
consideramos que la direccion de la fuerza resultante varia con el tiempo, o
también si la particula tiene un movimiento inicial cuya direccién no coincide
con la de la resultante, diremos entonces, que tenernos un "movimiento
curvilineo de la particula". Asi, por ejemplo, un proyectil balistico de corto
alcance disparado horizontalmente teniendo en cuenta el efecto de la gravedad
terrestre realiza un movimiento de trayectoria curvilinea.

En muchos problemas de ingenieria, el movimiento estara restringido a un
plano, en estos casos particulares, se dice que la particula o cuerpo rigido tiene
un "movimiento curvilineo plano"”, Por ejemplo, si el movimiento de un misil se
realiza en el plano XY describiendo una trayectoria I'. Ver la figura (57), donde
se puede apreciar el continuo cambio de la direccién de la velocidad.
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Figura 57. Movimiento curvilineo de una particula
Fuente: Pinto, Gdmez, Ariza.2019.

Ecuaciones generales

Para estudiar el movimiento curvilineo de una particula, ya sea en el espacio o
en un plano, empozaremos con la segunda Ley del Movimiento de Newton,
expresada por la ecuacién vectorial.

F=m a (6.88)

Siendo F la resultante de todas las fuerzas que actian sobre la particula, (m)
su masa y a el vector aceleracion, la particula de masa m al encontrarse bajo la
accion de la fuerza resultante F, recibirda una aceleracién a que tiene la misma
direccién que la fuerza y por supuesto proporcional a su magnitud, La ecuacién
del movimiento por ser expresada en forma escalar, utilizando obviamente las
componentes correspondientes a los distintos sistemas de coordenadas
cinematicas que van a utilizase para describir el movimiento. La decisién de
seleccionar uno u otro sistema dependera de la informacién de que se disponga
en cada problema. Pero para hacerlo se descompondran todos los vectores en
sus componentes en la direccion de los vectores unitarios, siendo siempre la
fuerza resultante y también. Como la eleccién del sistema de coordenadas
adecuado, constituye un paso importante en la formulacién de los problemas,
anexamos para facilidad del usuario un resumen de las distintas ecuaciones del
movimiento rectilineo de una particula.

Coordenadas rectangulares

En el caso de movimiento curvilineo de una particula en el espacio figura 58,
mediante las coordenadas X, Y, Z, la ecuacién (1) puede escribirse de las dos
maneras siguientes:

a) Forma vectorial

—>

f=m(a,i+ a,j+ ask) (6.89)

b) Forma escalar
Fx=m a,, Fy=m a, Fz=m a, (6.90)
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V<

F=Fxi+Ej+Fk

Figura 58. Componentes vectoriales de la fuerza F coordenadas rectangulares
Fuente: Pinto. Gémez. Ariza.2019.

Coordenadas normal y tangencial

En el caso del movimiento curvilineo plano de una particula de la figura 59, en
que se requiera de coordenadas normal y tangencial, la ecuacién (1) se puede

expresarse en las formas:
a) Forma vectorial
7 wBe L 525
F=m (s{’t + ?{’n)
b) Forma escalar
ms?2

Ft =m§,Fn=T

Sabiendo también que:

at=§=vyan=V0 =ph? =

Fy v ©B

(6.91)

(6.92)

Eyxé, = &,

Figura 59. Componentes vectoriales de la fuerza F en coordenadas normal y tangencial
Fuente: Pinto, Gdmez, Ariza. 2019.
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Coordenadas polares

En la figura 60, cuando el movimiento curvilineo plano de una particula se
describe mediante coordenadas polares, la ecuacion (I) cobra forma

a) Forma vectorial:
F=m[(#—r82)e, + (76 — 210)é, + Z&,] (6.93)
b) Forma escalar:

F. = m(¥ —r6?),Fy = m(#6 — 279) (6.94)

-

=

=Fér + Féo

Figura. 60. Componentes vectoriales de la fuerza F en coordenadas polares
Fuente: Pinto, Gdmez, Ariza.2019.

Coordenadas cilindricas

Cuando el movimiento es curvilineo en el espacio, tal como se representa en la
figura 61, se requiere utilizar las coordenadas cilindricas, la ecuacién (1) toma
la forma:

a) Forma vectorial

F=m[(#—r82)e, + (76 — 210)é, + Z&,] (6.95)

b) Forma escalar

F. =m(# —16?), Fy = m(#0 + 210), F, = mZ (6.96)
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F = Fér + Féo + Féz
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Z
) Y
LA =
Ve

Figura 61. Componentes vectoriales de la fuerza F en coordenadas cilindricas
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Coordenadas esféricas

Para el movimiento curvilineo de una particula en el espacio, figura 62, puede
emplearse las coordenadas esféricas, la ecuacién (!) puede expresarse de la
manera siguiente:

¢) Forma vectorial

%
F=m{(r —r0% — rd?sen?6)e, + (r6 + 2r6 — (6.97)
r®?senf cos 0)ég + [(r0 + 2r0)sen + 2r®0 cos Oleg}

d) Forma escalar
E.=m(r —r0% —rd?sen?) (6.98)
Fg =m0 + 2r0 — rd2send cos 9)
Fp = m[(r6 + 2rf8)sen6 + 2r®0 cos O]ey
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%
Componentes vectoriales de la fuerza F en coordenadas esféricas

F=Fé, +Fe, +Fe

Figura 62. Movimiento curvilineo de una particula en el espacio
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Movimiento de una particula sobre una trayectoria curvilinea.
Ecuaciones generales del movimiento - componentes tangencial y normal

En cinematica, se hizo la descripcién intrinseca o absoluta del movimiento de
una particula P, y se encontraron expresiones de la aceleracion de la particula
moviéndose en una trayectoria curvilinea en funciéon de sus componentes
tangencial y normal. En seguida, se estudiard la forma que adopta la segunda
ley de Newton cuando se utiliza dicho sistema de referencia.

En general, cuando una particula P de masa m estd obligada a moverse en el
espacio, describiendo una trayectoria curvilinea I' con una aceleracion, es
conveniente descomponer dicha aceleracién en dos componentes, a saber. la
aceleracién tangencial a;, con direccién tangente a la trayectoria I'del
movimiento, y la aceleracion normal a,,, de direcciéon normal a la curva y en el
sentido de la concavidad de la trayectoria, apuntando hacia el centro de
curvatura. En este caso general, el movimiento de la particula sobre la
trayectoria I estara perfectamente determinado cuando se conozca la funcién
s = s(t), que relaciona la coordenada curvilinea s y el tiempo t y en
consecuencia hace posible expresar r= r(s) en funcién del tiempo, figura 63.
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Esta descomposicién de la aceleracion mediante sus componentes normal y
tangencial, es una forma sencilla de representacion y tiene un significado fisico
evidente, como veremos a continuacion.

Consideramos que a la particula P que so mueve con una velocidad V, se le
aplica una fuerza F, como se muestra en la figura (63). Consecuentemente la
particula se movera a través de su trayectoria obligada I' con una aceleracién
que tienen la misma direccién de la fuerza dada y por supuesto proporcional a
su magnitud, y que estd determinada por a = F/m. Numéricamente las
componentes de dicha aceleracion se expresan, como

at =% (6.99)
dt

an =2 (6.100)
p

Figura 63. Componentes tangencial y normal del movimiento curvilineo de una particula
Fuente: Pinto, Gémez, Ariza. 2019.

Siendo%t componente tangencial de la aceleracion e igual a la derivada de la
rapidez respecto del tiempo t y a,, la componente normal de la aceleracién
cuya magnitud, es la relacion del cuadrado de la rapidez entre el radio de
curvatura de la trayectoria I'. Obviamente también se puede descomponer la
fuerza F aplicada a la particula P en tres componentes respecto del triedro
intrinseco o terna de Frente Ft =m a, é, fuerza tangencial que cambia la
rapidez de la particula Fn = m a, &, fuerza normal o centripeta que cambia
la direccion de la velocidad tangencial de la particulay Fb =m a, é,=0
fuerza binomial que en este caso es nula.

La componente normal de la fuerza hace que la particula no siga la trayectoria
rectilinea en la direccidn de la tangente, apuntando siempre hacia el centro de
curvatura, y es por esta razon, que esta es también llamada "fuerza centripeta".
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La restriccidon del movimiento rectilineo de la particula a través de la trayectoria
obligada I' produce reacciones de los vinculos impuestos, cuyas componentes
intrinsecas llamaremos N.é; N,é,, N,é,. Siendo asi, la ecuacién general del
movimiento de la particula respecto del sistema intrinseco o absoluto de la
figura 64, se expresa mediante la férmula

~ 2 ~ ~ ~
msPt +m>n = (Ft + NOZ, + (Fn + Nn)ly + (Fn + Nb)Z, (6.101)

é~f;

Figura 64. Trayectoria Curva
Fuente: Pinto. Gdmez, Ariza. 2019.

Donde la expresion (2) es la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
del movimiento curvilineo de una particula con trayectoria obligada.

La ecuacion vectorial (2) se puede descomponer en tres ecuaciones escalares,
igualando los coeficientes de las componentes en las direcciones é;, é,, é, por
lo que se obtiene el sistema:

ms = F, + N, (6.102)
m% —F,+N, (6.103)
o = Fb + Nb (6.104)

El sistema de ecuaciones formado por las tres expresiones anteriores (2, 1),
(2.2), (2.3) es indeterminado porque tenemos cuatro incégnitas: s =
s(t), Ni, N,, N,.Por lo tanto, se necesita una ecuacion adicional.

De las caracteristicas fisicas del movimiento se puede deducir, que, si la
particula se mueve sobre una superficie lisa o rugosa, se debe cumplir en
general la siguiente ecuacion:

Fnt = uVNb? + Nn? (6.105)

El signo de la expresiéon (2.4) se escogerd de tal manera que N, se oponga al
movimiento, o sea, que N, tendrd un signo contrario al de V = S. La ecuacién
(2.4) se anula cuando la superficie es lisa ya que u = 0.
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La ecuacion general del movimiento en los dos casos, de superficie lisa o rugosa,
se obtiene finalmente sustituyendo los valores de N, y N, dados
respectivamente por las expresiones (2.2) y (2.3) en (2.4) y luego se reemplaza
el valor obtenido de N; en la ecuacién (2.1), asi:

N, = ’"TSZ — Fn (6.106)
Y,
Nb = _Fb (6.107)
Por lo tanto,
_ 2 ms? 5o 2 (6.108)
Nt—iu\/Fb +(,, Fn)
De donde, se obtienen finalmente que
(6.109)

S = Ft = 2 (M2 _ g2,
ms-Ft—i,u\/Fb +(p Fn)
La expresion (3), es la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden del

movimiento de la particula P expresada en coordenadas intrinsecas y la cual
nos permite a través del proceso de integracion obtener la funcién s = s(t).
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